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pouvait craindre que les dcveloppemens njr 
fussent plus suffisons , pour 4^ .disciples dont 
(instruction pf^éliininaire n'a pius^ assez d'éten- 
due ^ tandis que dans d'autres parties , les doc- 
trines seraient au contraire superflues , en ce 
qu'elles reposeraient sur des théorèmes , qui ne 
sont p^s compris dans les limites des connais- 
sances exigées , des étudians. Et, en effet, là 
statique n'esc pasi nécessaire en entier aux can- 
didats de l'Ecole Polytechnique. D'ailleurs un 
grand nombre d'entre eux pouvait être gêné 
par la nece,ssité d'acheter un ouvrage dont les 
deux tiers ne doivent pas leur être enseignés 
actuellement. . * 

; U»y a plus; dans.pn traité complet de méca- 
nique, ce nest^çqinjasçezque ç^fujue, do.ctrine 

ait reçu rie degçé^^^lart^etdiî-rigue^r dont elle 
est . >susceptible ^ ^ faut encore que. rameur ne 
perdis jamais ;de vue Je terme de^sqa puvrage, 
et l'enchaîpeçnent, j^es pçopositioHsqui-doivcïnt 
le. comppSjel»,,.Il>i^ît. mêmÇfepréférjer ^ux pro- 
cédés plus simples , ceux qui se lient. je mieux 
avec ceux qui Lui devieadropt nécessaires par la 
suite. Mais ijne par,tic .de ces duiiCUltes c^sse 
d exister dès. qu'il . ne aôif plus traiter qu une 

branche de la science : il toinbe dans la nécessité 

,■ * ' * . ' ■ * '. 

de se restreindre dans dés bornes pl^is étroites. ;i 



PREFACE. ix 

et de sacrifier tout ce qui s'éloigne de là sim- 
plicité du plan qu'il s'est tracé. 

Ces considérations m'ont déterminé à offrir 
cet ouvrage au public. Il est rédigé dans le 
même <^sprit que celui qu'il a daigné accueillir 
dans quatre éditions consécutives . 'Cependant si 
on remarque que toutes les parties ont été 
refaites et rédigées dans le but dont il vient 
d'être question ^ <jue les applications, les théories 
et tous les déveïoppemens sont présentés d'une 
façon différente ; on ne sera pas étonné que 
nous l'ayons considéré comme nouveau. Nous 
nous contenterons de citer ici la do^ctrine des 
centres de gravite comme exenlple de ce que 
nous venons d'avancer. 

n 

Op trouvera dans cet ouvrage précisément 
tout ce qui' ^st- exigé partie programme d'ad-^ 
mission à l'Ecolfe Polytechnique ; nous avons 
rejeté dans des Notejs , pour l'ûtiKté des élèves 
qui souhaitent pousser plus loin leur instriîc- 
tion , plusieurs doctrines importantes , mais 
d'tin ordre de difficultés plus élevé»: tels sont 
les théorèmes -du frottement et de l'équilibre 
dés forces quîiiagissent sur un corps solide, 
libre ou retenu par îin point, <ni «un axe fixes. 
On pourra donc considérer ce Traité deStatiquiQf 
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comme tme introduction à celui dé mécanique., 
que est tou jouis. propre à l'enseignement des 
autres parties, et qui en outre complette ce 
que le premier peut laisser à désirer , lors- 
qu'on veut embrasser la science dans toute 
*son étendue , et aVec les ressources du caleml 
différentieL 



La mécanique recherche Içs effets que les 
puissances doivent produire sur les corps soumis 
à . leur action : si les forces se détruisent , on 
dit quelles se font équiUbré; sinon le corps 
prend un mouvement dont, la nature dépend de 
rétat du système. L'équilibre et le mouvement 
sont donc l'objet de la mécanique. C'est pour 
cela qu'on l'a divisée en quatre parties : 

.LiSi iS/fl&'^tt^ qu ^science de Teqi^libre •>•)••«, 1 des corp«; 
• La Dynamiffie • oï| .. scijeQce du,- jmoû veinent . . . . ) solide». 

'^I^'*Hydrpstatigu(Êian sci^pe de réquilibre. • . •) «lc« corps i 
"LlHYdrodyTi^tThimèou science du mouvement.) fluides. 

■ • ■ ■ 

. La première de ces divisions doit ici seule 
nous occuper $; et pour eh .jnieux concevoir 
^eâ;] limites , nous empruntêyan$. de. M. Prony 
Repassage ^ym^\\i^Viyye% la ji(Iéç;9Hïique pbilosOr 
iphique). ? .1 ^ ; . ;. oj^^ O 



PREFACE. ij 

ff Une sdence quelconque a toujours pour 
ff bases ou matériaux primitifs un certain nom- 
« bre de notions abstraites ou idées générales 
«r quelle emprunte ou de Y intelligence moyenne, 
tf ou des sciences intermédiaires. Les opcra- 
«. tions de l'entendement , dont ces idées sont 
ff le résultat , doivent avoir été faites d'avance 
« chez ceux qui veulent se livrer à Tétudè de 
« celte science ; et ils y consacreraient înutile- 
« ment leur tems et leurs peines, sans ï aptitude 
« que cette préparation préliminaire donne à 
« leur esprit. >. 

(( Ainsi ,,dans la science de l'équilibre et du 
4r mouvement, dont nous allons nous occuper, 
^ la première connaissance à donner à l'élève 
« se réduit à lui faire une récapitulation mér 
«r thodiquç de celles des idées abstraites aux- 
^ quelles ïés exercices antérieurs de son esprit 
V l'ont déjà conduit , qu^i| doit séparer des 
f autres jiour ieS considérer sous un point de 
ir vue nouveau et particulier , ^ et en compo- 
K sér divises agrégations représentées par des 
K Signes qui forment les cïémens dé la langue 
« scientifique. D'après tela /lé texte de la pre- 
et tïiîëre leçoii de l'instituteur se trouve daris^Iè 
K tableau suivant! , où ces idées abstraites ou 

~ ■ ï r ■• • 

W matériaux primitifs sont ciomprîs et classps. * * 
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If La mécanique considère en général;» ♦ 

« Le tems ; » 

« La force ou puissance ^ envisagée qtiant à ses effets ; »: 

' , , ; (étendue^ 

geometnques.<^ 

r ^ iugure* 

et les propriétés des corpv/ /masse. 

] « . lioxpénétrabilitë^ 

^ vinertîe. 

• Les deux premiers élémens sont empruntés 
•f de la métaphysique ou idéologie^ qui elle- 
«r même les a déduits des premiers produits da 
•f sentiment ; les six autres sont tirés de la g^e'o- 
If mètrie et de la physique ^ qui les tiennent 
« immédiatement de la métaphysique. » 

Pour ne pas compliquer les considérations ^ 
on ne se sert pas sur-le-champ de ces trois no- 
tions à-la-fois , et on suppose d'abord que les 
corps qui sont soumis , à l'examen , sont dé- 
pouillés de plusieurs de leurs propriétés. C'est 
ainsi que nous faisons d'abord abstraction de 
la notion du lems ; :c'^st-à-dir^ que nous re- 
cherchons quelles sont les dispositions conve- 
nables à diverses forces^ qui agissent sur un 
système pour qu^ell.es le laissant dans le même 
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éiat qu'avant : c'est en cela que consiste en effet 
la statique. 

^ Pour étudier cette science, et analyser les 
divers cas qui peuvent se présenter, nous suivons 
les mêmes principes. Ainsi nous ne considérons 
d'abord le corps que comme jouissant de là 
faculté de se mouvoir; et faisant abstraction 
des autres propriété^ , nous ne combinons cette 
notion de la mobilité quavec celle de la force: 
ce qui nous conduit à examiner tous les états 
d'équilibre des forces qui agissent sur un point . 
matériel. Mais après avoir épuisé tout ce qui 
résT;dte de ces deux notions , nous faisons entrer 
en considération la figure ; nous restituons aux 
corps rétendue dont on les avait dçpouillés par 
la pensée j et, continuant de faire abstraction 
du tems , nous achevons de traiiter la statique. 

Comme la statique s'appuie sur quelques vé- 
rités physiques très - simples , nous renvoyons 
aux traités justement estimes de MM. Haiiy et 
Biot , pour tout ce qui est du ressort de cette 
science \ c'est pour cela que nous ne donnons 
aucun développement sur la loi d'inertie, sur 
l'attraction , etc. Cependant nous croyons de- 
voir prévenir ici d'une chose qui pourrait in- 
duire en erreur , si nous négligions de nous y 
arrêter. 
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La gravité tsi une force qui sollicite tous les 
corps de la nature en raison directe de leurs^ 
masses et inverse de leurs distances. C'est en 
vertu de cette loi que la terre décrit dans son 
orbite une courbe elliptique ( aux inégalités 
près)3mais la dynamique apprend que lorsqu'un 
corps tourne sur un axe , chacune de ses parties 
tend à s'écarter de cet axe , comme si elle était 
poussée par une force dirigée suivant le rayon 
du cercle décrit dans ce mouvement gyratoire. 
On doit donc considérer les corps qui sont 
situés à la surface de la terre , comme soumis 
à ces deux forces 5 i<*» la gravité qui est dirigée 
au centre de la terre , et 2®. hi force centrifuge- 
qui agit vers le point de l'axe terrestre qui est 
le centre du cercle de latitude décrit dans le 
mouvement diurne. Ces deux forces sont direc- 
tement opposées sous l'éqùateur. Mais partout 
ailleurs elles forment un angle; et non-seule- 
ment l'effet de la gravité en est diminué , mais 
en outre la résultaiite prend une autre direc- 
tion , qui est normale à la surface des eaux 
tranquilles. C'est cette résultante que nous nom- 
mons ^e^an/^ewr. 

On voit donc qu'on ne doit pas regarder la 
gravité et la pesanteur comme la même force; 
et si nous avons paru le faire ainsi ( pag. 46) ^ 
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on verra aisément que la statique ne pouvant 
s'occuper de la force centrifuge , ni même la 
connaître, c'eût été embarrasser inutilement l'es* 
prit des commençans , que d'entrer sur celte 
matière dans des explications peu intelligibles , 
et cela d'ailleurs sans espoir d'en retirer aucun 
avantage. 

Lorsque nous avons fondé nos raisonnemens 
sur des Uiéories qui appartiennent à d'autres 
parties des mathématiques , nous avons indiqué 
le passage de notre Cours oii on en peut trou- 
ver la démonstration* Nous avons également 
renvoyé aux excellens ouvrages publiés par 
MM. Lacroix, Haûy, Biot et Legendre, parce que 
l'enseignement en est prescrit dans les lycées. 



] 
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Pag. g. Mettez Tarticle 1 5 avant l'article i4« 
21 lig. i4* Par rapport, Usez\ parallèle. 
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CHAPltRU PREMIER. 



De i.'ÉQlIII.IB&£ ES ' eÈHW^ÂL. ' 
I, Proposition^ Jondamentales* 



- . * * 

t. On dit qu^un COR^S est sùUJe^ lorsqu^H ÇjfllGompos^ 
de parties ou mjolécuks adhérentes les çunes aux autres ^ 
c'est-à-dire qu'on ije peut séparer sans ,efibrt. Les mé« 
taux 9 les pierres, etc. sont autant de corps solides. On 
appelle fiuide toute substance composée de moléculçs pei^ 
adhérentes , et susceptibles d'obéir au plus léger effort : 
l'eau , l'air, etc. sont des fluides. 

2. L'espace est une. «tendue considérée comme sans 
bornes , immobile let pénétrable à la matière. C'est à cef 
espace , réel ou idéal ^ qu'on rapporte , par la pensée , la 
position des corps. 

.^ JLie . MOUVEMENT est l'état d^un coi^s ^i ne demeure 
pas constamment dans un mtoe lien y. c'est-à->dire qui 



4/ btàïîqIjé; 

n'est pas toujours h la même distance des divers points 
fixes de Fespace : cet état est opposé à celui de hefûS. 

Ainsi concev^s dans {'espace trois plins fixes ; si on a 
déterminé la position d'un point par ses distances à ces 
plans, on dit que ce point est en mouvement lorsqu^il 
ne conserye pas ces distances, et que, dans deux instans 
successif ,q)9elçQnqufsjtle4pei*pendîculaires abaissées de ce 
point sur les trois plans fixes changent de grandeur. 

3. 11 suit de la LOI d' INERTIE qu'un point en repos ne 
fgut-se donner- miûw^ numt^^mentf ii est en effet ^ttfhr 
qu'il ne renferme pas en soi de raison pour se mouvoir 
dans un* sens plutôt que dans un autre. La cause qui 
change l'éttt d?éh* corps ,' est eé qu'on stppelle FOHCk ou 
PUISSANCE. Nous rencontrons à chaque instant l'occasion 
de remarquer cette action singulière ; les attractions , 
les chocs , là cbute des corps produite par la pesanteur , 
les corps qui sont entraînés par le coui;ant d'un fleuve , 
l'atome léger 'emporté par lès veiits ; et lé boulet chassé 
du canon par la poudre enflammée en sont autant 

« ■ Il tftd ^uèi-é 8'éîtofts qu*on n'ait tentés pour découvrir 
Ta 'Ï2îtltte (ïék' ïôtcès : itiâfe ils oi^t tous été inutiles , ci 
fites ï^^^oÀs c<iiri^lÀtèmént''l^^ tkusé de "cette m^diéi 
tàfloirr rfJfifgtlHIr'ê', eïi vertu de làquêfle b matière deviènî 
ahîWi^fe.^Mtefe îi^ilréirsehieht leà.jiirinéfpféi'di la méçani<ju$ 
ne sont nullement intéressés à cfetle âecouvcrlé , ti nous 
tyottvom y Teiàmbêr sdnsrejjt^^.'liè^ ftH*cé!s kit hohsfm- 
)K>rl%ili que par les tnoiiv^tbèiî»' qt^'élle^ soiit ca'pablêk tfè 
ft^éuîre ; Itférs ^ttik^^x %\ Ift'é de lëûl: fii«tibh sdht léî 
seules choses que la mécanique envisagé .'et tat'cillé. 

'4* ijiirs^e le^ fortes ijoi à^s^ehf sur un systtfné k'y 
pr»dtrish«^^i> U Mciuv^nkiitV^n *é!fi^Htlf^ cet étiit ft 



PROPOSIT; f ONDAMENTALES. « 

t9fo& en disant qjtie le système est en Equilibre^ G têt 
▼isililement ce qui a lîeli qtand deux, forces ^ales et 
opposées agissent sur un point ms^tériel. Tel est le but 
de la Stat^QUB^; elU s'occupe des relations qui doivent 
«iister entre les ()ire(:tions et les intensités des puissances 
pour qu'elles se détruisent \ et Uit connaître les forces 
propres à' établir l'équilibre lorsqu'il, n'a pas lieu. La 
Stmâtifue e$t dbnc /a .science de tÉquiUhre ^, et il suit «Je 
l'idée qni'j»! «t|a.che à cCft état , que la Qption du tems ne 
doit jamais y entir^ en considération » puisqpe les forces 
sont anéanties pour toujours Ip^sque^leur action est ins— 
laflk|aii^,i caille .(4%n^ Ift cho^ffqu qu'elles s'anéantissent 
,4 cl)9q«^.inst4M^.ii.si elles agisseni d'une manière durable, 
«oibilie un poids qui presse un ^ppui., ... 

I^a c«9¥iai^sa0CjB.:d''Une,pi4is$anc^;qi.^çs| ^acquise que lor^ 
ijà^oii conhait, i*. hpimut &uf lequjçl elle agit; x**. sa <//- 
érech'ân.^ onAi ,Ugnt droite,: suivant \a quelle cette action 
jfstqpcmliMlà^ J®«» ie./tfiu suivit lequel Iç mouvement doit 
s'effectuer, c'est-i^dke si la force tire, pu poussQ le tnor- 
èile; 4^i ^fiik'^n mt^rùÙi.lHoiih rfpcéseniejFons.psMf la 
«me les forces |»ar des lettres .P, Q, /L... 'pWétrS! sur l^s 
lignés drdltèa q^i ^en fi|^je||t le$i.4ir£V^^"^- ... 

Arànt de ïkêfi»» eccaper de la recherche des conc^itions 
dVqiiilibré d'bn. coi^s quflcun^ie | il convient, pour 
âiciliter l'étirde ,.de procéder dv simple au com{>osé. C'e^ 
^pourquoi ilous dépouillerons les corps^de plusieurs de feurs 
propriétés , que nous leur restituerons ensuit^e * nous ùai^ 
ferpj^ ddiic d'abord de l'équiUbre d'un jpoint matérièt ; 
les tbtéereaies «que nous déduirons de cet état rdé'al , qui 
fie comprend quÇ" les notions de la force et de ta mobi- 
ikté , faciliteront la recherche des vérités générales appli- 
aux cotps tels que la nature npus les présente. 

5. Deu^ puissances éigales et directement contraires se 
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détruisent lorsquMlcs agî^ssent sur le îrtemc point ou anx 
extrémités d'une verge droit! inflexible ; car il. n'y a pas de 
raison pour que l'une d'elles l'emporte sur l'autre. 

6. Il n'est pas moins évident qu'on peut , sans altérer 
ïétat d*un système , y intraduire ou en supprimer des 
forces en équilibre entre elles. 

7. Lorsque des puissances ne se font pas équilibre , il^est 
clair qu'en introduisant de nouvelles forces dans le système^ 
on peut le réduire an repos i les forces égales et ^pposée$ 
à celles-ci sont appelées Résultantes ^ lés puissances du 
système en sont les Composantes, 

Le problême de là Composition des forces' consiste \ 
trouver là résultante d'un système donné de puissance^; 
celui de la décomposition des forces icn est l'inverse. Soient 
deux forces P et (^ sollicitant une molécule A ; par le pre- 
mier problême on cherche leur résultante R , c'est-à-dire 
ïa force égale et opposée à celle K' qui ks réduit à 
Féquilibre; par le second, au contraire, dii cherche deux 
forces P et Ç dont la résultante soit H. 
Hg. II. 8. Il suit de cette définition de la résulUnte de plusieurs 
forces PC 5 r, qu'ion peut remplacer quelqucs-unes-d'entre 
elles par leur résultante sans altérer l'effet qu'elle* doivent 
produire sur le point mobile A qu'elles sé^lKcitentl Car èi , 
par exemple', la force X est la résultante de Pet Ç , on 
ne changera rien à l'état du point A^ si , outre les forces 
qui agissent sur lui , on introduit cette résultante X et 
une force X' qui lui serait égalé et opposée (6) , puisqùp 
Jfet X' s'entredétfuisent*(5). Maïs par • supposition P , Ç 
cl X' sbrtt en éqiiîlibre , on peut donc les supprirtiepî 
d'où il suit que les puissances PÇ5 et T produisent sur le 
point mobile :^ le même effet que XS ei T\ ce qui revient 
à substituer, dans le système, aux forces P et Q leur ré- 
sultante X*. 
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Donc /i*». Htat d'équilibre ^ et la résultante d'un 5^5- i^if;* " 
tême de forces ne sont pas changés , lorsqu'on remplace 
plusieurs puissances par leur résultante. 

a®. On peut même remplacer toutes les forces Pj Q^S^T 
fgiT leur résultante R , d/ui produit sur le mobile A. le même 
effet que les composantes , et leur équivaut. Ce mobile doit 
donc parcourir la direction de cette résultante. 
. 9. Veux forces agisscmt suivant la même ligne et dans 
le même sens , ont une résultante égale à leur somme. Ce . 
principe serait sujet à contestation sMl exprimait que l'effet 
produit par la résultante est la somme des effets dont les 
composantes sont capables 9 considérées séparément l'une 
de Pautre. Or, ce n'est pas ce que nous voulons dire ici, 
car quoique ce fait soit vrai , ainsi qu'on le démontre en 
Dynamique ( F", ma Mécanique, n®. 146) 9 il est suscep- 
tible de démonstration , et pourrait toéme ne pas avoir 
lieu. Mais il serait déplacé de traiter ici cet objet , puis- 
qu'en statique on ne considère point Peffet des forces. 
• Notre théorème désigne seulement que si deux forces 
P et Q agissent dans le même sens et suivant la même 
ligne 9 elles seront réduites à l'équilibre par une force R 
opposée et = P -)- Ç ; ou , ce qui revient au même 9 elles 
produisent sur le point mobile qu'elles sollicitent le même 
effet qu'une force unique R 9 qui , agissant dans le même 
cens, serait égale à leur son^me. 

Or 9 c'est ce qu'on ne saur:*It contester 9 puisque 
cette proposition n'est qu'une dehnition du mot Somme ^ 
considéré comme applicable aux forces. Ains» nous disons 
d'une force qu'elle est double 9 triple.... d'une autre ^ 
lorsqu'elle est capable de faire équilibre à deuiC, à trois.. . • 
forces qui seraient égales, à cette dernière et agiraient en 
sens contraire ; sans prétendre 9 pour cela 9 que les forces ^ 
par leur actioa simultanée^ non plus que leur résuluoter 
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<|ai leur équivaut ^ diU^sc^t produire un elfet double ovL 
triple de celui que produirait isplément Tyne des com** 
posantes (*). 

10. P et Q étant deux forces inégales et opposées qui 
ag;issent sur un point moUle , çoit T l'excès de P sur ^ 
ou P=rr Ç -|- T; noHs pouv>ons remplacer (8) la puissan|!« 
P par les deux forces Q el T : or les di^ux forces Q 
opposées se détruisewt (5), et il ne reste que TsrsP— -Ç. 

Dont ^« résultante de deux forces opposées est. dirigea 
dans le sens de ki plus grande et égale à leur différence. 

Concluons aussi de là, qu« deux Jovees qui agissent 
sur un point ne se détruisent- çue lorsqu'elles sont égales 
et opposées. Car d^une p^rt ^ si files sont opposées , or 
irient de voir qu'elles doivent être égales pour sVotrc— 
flétruîre : et de l'autre part , si elles forment un angle , 
ri^. I* telles ^que R et Q, et que cependant on les suppose en 
équilibre ; en ajoutant une force R' égale , ' et opposée 
à H , le mobile A devrait visiblement se mouvoir sui-;- 
vant AR' : mais d'ailleurs li et jR^ se détruisant , ii de- 
rrait aussi parcourir lu ligne AQ ; ce qui est absiirde. 



■^ 



(f ) I) me apmj^e qtue cçtte manière 4e fichemer les principe» àe h^ 
ipécsiûque et d'introduire la «nesure des forces dans |a statique est à 
l'abri de tonte objection. On ne peut , par exemple , élever celle de 
JA, Gimot dans son traité des Principes fondament ux de l'équi-' 
khne et du mouvement. Ge savant géomètre s^exprimc ainsi ^«ns sa 
pi^éftoe , pa^. K^ : m Qii^est^œ qae ie rapport de deux £Q;uses dilG^ 
« aarates? Ç» «aiwv sao$rt^ la vplo|ité ou la oQwûtutipn phjs^pii^ 
^ êù rbonwie ou de ranimai qui , par ^o acûon , Uit vtàP^ le moi»- 
<t vement? M»is qu'est-ce ça'' une volonté douUe ou triple 4'uoe anir^ 
« volonté 9 on une constitution physique capable d'un effet doubla. 
<( ou triple d*un autre? La notion du rapport des forces entre' ellea 
considérées comme causes n'est donc pat pW cloîte que ooUe do 
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II. 1} est facile de concf Ypif waip,iiÇ|^apt cp^nif ^^ o^ 
introduit lés intensités ijeç pyis^anccç 4^n? If fàlcyl : m 
jc.onune les forces so^xt des chos^es 4'ufî.ç œ^e espèce ^ 
en^jcn prenant uije q^elconqije pour ^fi^t^ , l\%xfr^sm4 , 
de toute force n'est plus qu'un rapport, ou une quantili • 
mathématique , qui peut être représenté par des ijpmbres 
ou par des lignes. Ainsi lorsque nous dirpns qu'une 
force P est représentée par la ligne AB , il faudra con- Fig. a. 
cevoir que cette ligne est la direction même de la puis- 
sance , et que la longueur AB contient I'i|nité linéaire 
j4E , auUjnt de fois que la force P contient l'unité de 

force 1$ , jc'estr-à-dirfi qu'on ^'^^'jr' ^^^V^^ ^^^ 

aurous besoin d'introduire les forces dans les équations, 
nous pourrons donc dire que Pz=zAB^ puisque S est 
l'unité de force , et que AE est l'unité linéaire. 

Pareillement lorsqu'on considère deux forces P et ^ , Fig. x.. 
et qu'on veut les représenter par des lignes, il suffit .de 
prendre ces droites suivant les directions mêmes des forces^ 
et de déterminer sur ces lignes deujt parties AB kt AC qui 
soient entre elles dans le même rapport que ces forces ^ 

, ' , , P AB 

de sorte qu on ait —^r- = -r-r • 

Comme il est indifférent de faire entrer les forces àam 
le caicui ea les représentant par des nombres ou par d^ * 
lignes, nous préférerons dans la suite le premier moyen : 
car en regardant les forces comme des nombres abstraits , 
on fait une chose plus conforme au génie de l'algèbre , 
;qui veut que toutes les grandeurs soient rapportées à une 
unité , et ne soient plus traitées que d'une manière pure- 
ment abstraite. En représentant an contraire les forces 
par des lignes , on traite la théorie sous une forme plutôt 
géométrique qu'algébrique. On ne devra dqnjç pa;â publier, 
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clans te petit nombre de cas où les forces feront rèpré* 
sentées par des Fignes, que ce procédé graphique n'est 
Dullement nécessaire, et qu'on ne l'emploie que pour 
jnoncéii' certains résultats sous la forme qui leur est con— ' 
sacrée. 

lâ. Le problème de la composition des forces, lors- 
qu'elles agissent suivant la même droite , est une consé- 
quence de ce qu'on a vu dans les n** 9 et lo; car en 
considérant les forces deux à deux , il est facile d'en con- 
clure que plusieurs forces qui agissent suivant une mémif 
droite ont leur résultante égale à leur somme , si elles agis-' 
sent toutes dmns le yiéme sens ; oh égale è Vexcès de la 
somme de celles (fui agissent dans un sens , sur la somme 
de celles qui agissent en sens opposé. Cet énoncé peut être 
simplifié par une considération particulière : car si ou 
regarde les forces qui agij;sent dans un même sens comme 
positives , et celles qui agissent en sens opposé comme 
négatives., on pourra dire que la résultante de plusieurs 
forces qui agissent suii^ant la même droite est égale à leur 
somme , en prenant ici le mot Somme dans lé s.ens qu'oa 
lui attribue en algèbre. 

i3. Dans' tout système de forme invariable , on peut 
frendre pourpoint d* application de chaque puissance^ F un 
Fig. a. quelconque df ceux de sa direction. Car si en un pointa d'e 
la direction d'une force P, on applique , suivant cette 
directiun , deux forces qui lui soient égales et qui soient 
opposées ewtre elles (6) ; comme la figure du système est 
invariaLte, Tune de ces forces détruira la puissance P (5) ; 
la seconde restera seule et ne sera autre chose que U 
force P transportée en un autre peinte de sa direction»^,, 
point qui* d'ailleurs est quelconque. 
11 suit de là qu'un obstacle fixe, détruit une force Ursr 
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qu'il est placé sur la direction de cette force , puisqu'on 
peut la supposer appliquée à l'obstacle même. 

2. Parallélogramme des forces. 

iC La recherche delà résultante de deux forces P et Ç, Fig. i. 
dont les directions font un angle PÂQ , repose sur ^.les 
Uiéorémes suivans. 

Soient deux forceis P et Ç quelconques , qu'on suppose 
tirer le point mobile A ; comme Q ne tend qu'à faire 
passer ce point en dessous dé AB , et que de même P 
élève ce point en dessus de AC ^\\ devra, comme on voit, 
$e mouvoir dans l'angle PAQ; donc ("**• S» ^**-) cet angle 
contiendra la direction de la résultante. 

Soit AR la direction de la résultante R de deux forces Fig. 5. 
quelconques P et Ç ; si Q croît et devient Q + ç^ on 
ccf^nposera d'abord^ avec P, et ensuite (8) leur résul- 
tante R avec, la force ç^ qui est dirigée suivant AQ : et 
comme la nouvelle résultante 5 doit être située dans 
l'angle RAQ^ on voit que lorsque Vune des devx Jorces 
croît seule ^ la résultante fait avec elle un angle moindre. ' 

\Jff: La résultante de deux forces est située dans leur 
plan, car il n'y a pas de raison pour que le point mobile 
Qu'elles sollicitent s'écarte plutôt en dessus qu'en dessous 
de ce plan (n**. 8, a'.). Le même raisonnement prouve 
que si les deuxjorces sont égales , leur résultante dinse 
V angle quelles forment entre elles en deux parties égales. 

i6. Cherchons maintenant la direction de la résultante Fig. 4« 
T de deux forces P et Q. Pour cela , regardons Q comme 
composée de deux â'utres forces q et q* (9) , de sorte que 
Ç =r q^'\-q. Composons avec Pla partie ^' de Ç; et soit AR 
la direction inconnue de leur résultante R. Prencftis su^ 
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Fig-4 jiR un point quelconque fi, et menons FC ^ DG paral- 
lèle« à jiP, AQ. Il est visible que si on regarde les points 
A^ Bj Cy Dy comme liés entre eux par des verges in~ 
flexibles AB^ AC^ BCj AD^ BD^ et soumis à Faction de 
nos forces ^ et Rj nous pourrons les considérer (i3) comme 
agissant, l'une en C suivant CH , l'autre en B suivant BR. 

Décomposons la force R en deux, dirigées suivant BG 
et BF ; nous reproduirons visiblement nos deux compo— 
sentes , Tune g' suivant fiG,. l'autre P suivant BF: celle-ci 
peut être appliquée en C, et composée avec la force ^ 
qui agit selon CQ ; soit CG la direction de leur résultante 
«S*. On voit par là que les puissances proposées P et Q 
équivalent aux deux forces S et ç' ^ dirigées suivant CG 
et BK» Si on conçoit de même leur point de concours G 
lié invariablement au système , ces forces «^ et g' pouvant 
lui être appliquées , leur résultante Tpasse par ce point Gj 
qui est par conséquent situé sur celle de P et Ç , c'est-à- 
dire qu'elle 'd AG pour direction. 

Pour détenniner la situation de la ligne ^6 T, cherchons 
son équation en la rapportant aux axes coordonnés AQ^ 
AP\ c'est-à-dire la relation qui existe entre une abscisse 
quelconque AHzzzXj et l'ordonnée correspondante HG 
ou BCs=iy. 

1®. Remarquons que si Ç = P, la ligne AG coupe en 
parties égales (i5) l'îfngle PAQ;yr=zx en est donc l'équa- 
tion. Si Ç = 2P, on prendra ^'s=:^ = P; la résultante 
R des forces égales, P et 9' a pour équation BC onys=:AC; 
il en sera de même de la force 5, pour laquelle on a GH 
ou j^= CH. AjouUnt , il vient zjr = AHj ou 2y = jc. 

Si Ç = 3 P, on prendra / = a P, y = P; on aura pour 
Jiy 2f:=z AC ; et pour S^y = CH; d'où 3 y = a?. 

Cette marche est générale ^ et on pfiut ^n conclure c^ 
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lèiafe rigueur qoe si Q =s m # » Tëquatioa de la r&ulunte pi^. 4 

a*. Si les forces Pet Ç sont commensurables, cVst-à-* 
£re sMl y a une force ce contenue exactement dans cha-r 
cune 9 n fois dans Pet m fois, dans Q ', on a P = it« et 
Qzism CL. Soit d'abord m =: i , ou Ç =1 « ; d'après ce qu^ 
vient d^étre démontré, la résultante des forces n « et # est. 
telle , qu'on a GH:=: n x yiH ou ^ = nx* Si mss= a , ou 
Ç -— 2 <t 9 en prenant ^ t=r ^r = a, on a pour la force R , 
fiC ou jrzzznx 'ACj et po^r 5, j^ssn x C/f. Ajoutant 
ces deux équations on trouve 2jr = nx ( AC^CH):=znx. 
Si Ç=3«9 on fera / = a«, d'où 2yc=ii x -^C; et 
^ rr: i« , d'où ^ = n X CJFT : donc Sy = n*. 

Ainsi de suite, fin général si P= R«et Qs=m«,on^ 
pour l'équation de la droite suivant laquelle la résul- 
tante agit, 772^=:72;r, ou Qy^zzPx, Cette équation s« 
construit d'une manière très*siraple; car si l'on fait x^szm^ 
on a ^ B=: Il : on fera donc jtH:=s. m , AD = 11, c'^st-à-r 
dire qu'on prendra sur les dirtctiens des forces Pet Q des 
|Kirti«s AD y AHj qui leur soient proponionnelles ; on 
achèvera le parallélogramme HD ; la diagonale AG sera la 
direction âe b résultante cherchée (^*), 

3». Si les forces P et Ç sont îiicommensur^bles entre Fig. 5. 
elles 9 ce théorème a également lieu; car soit , s'il est pos- 
sible, AO cette résultante. Prenons entre O et (y un point/ 
tel que AD et DI soient commensurables. Le parallélo- 
gramme DIT aurait la diagonale ^f pour la direction de la 
résultante de deux forces dont l'une serait Pet i'autrp 
moindre que Q; ce qui est absurde (i4). 



(*) Cette derooDfttration est imitée èe celle d«M. "Dtichayla , «». 4 àa 
lit Ccrt^tffondan^ lie fEcoU PofyuchUtpu. 
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Fig. f» 17. Quant à l'kïlensitë de la résultante des forces Pet Qf 
pour la trouver, appliquons, sur le prolongement u^K 
de la diagonale jiG , une force S égale à la résultante R : 
les puissances P, Q ^^S seront en équilibre. Mais on peut 
regarder cet état cfrmme produit par la force Q entre les 
puissances P ei S\ d^où il suit que AH doit être le pro« 
longcment de la diagonale du parallélogramme construit 
sur des lignes proportionnelles à P et à iS. Si donc on forme 
sur AD le parallélogramme DK^ les longueurs AD et AK 

P AD 

seront entre elles comme les forces P et S ou — =;- =— -—. 

R AK 

Or DI=AG et DI—AK ; donc AK est égal à la 

diagonale AG ; ce qui prouve que AD , AH et AG sont 

proportionnelles aux forces P, Q et iî , ou...* 

P _ Q _ R 

AD'^AÎfAG' 

En rapprochant ce théorème du précédent , on voit 
que la résultante de deux forces est représentée en gran-^ 
deur.et en direction par la diagonale du parallélogramme 
construit sur des longueurs proportionnelles à ces forces et 
prises sur leurs directions, 
rijj, 10. 18. 11 suit de là divers corollaires importans. 

I. La proportion ci-dessus -7-7, =^ --^^ = -rr; T^eut 
^ *^ AD AH AG '^ 

être mise sous une autre fomie, en remplaçant les trois 
côtés du triangle^^DG par les sinus des angles opposés 
DGA, DAG tlADG, ou RAQ, RAP et PAQ. Dési- 
gnons-les respectivement par i , 6 et « , nous aurons 

p _ Q ^ R 

^ sin g ""^ siu sin a 



Ponc trois forces qui sont en équilibre , ou deux com-^ 
posantes et leur résultante ^ sont telles y que chacune est 
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proportionnelle au sinus de Vangle formé par les direc-^ Tig. i«; 
fions des deux ,autres ^ et peut être remplacée par ce 
sinus, 

IL La directioa de la résultante de deux forces ne dé- 
pend que de leur rapport , de sorte que si on fait varier 
ces forces proportionnellement , on ne changera nulle- 
ment cette direction. On voit de plus que si les compo- 
santes P et Ç deviennent mP, ttiÇ, leur résultante R 
3evient mR , quel que soit m. Donc trois forces en équi- 
libre y demeureront lorsqu'on les fera varier proportion- - 
nellement. Ce qui sera dit ( ig , aS et 3o ) , prouvera que 
eés tîiéorémes ont encore liéii pour un nombre quelconque 
de forces qui concourent en un point, r ■ 

IIL On pourra résoudre , par une construction gra- 
phique très-simple , tout problème sur la composition de 
deux forces, ou sur la décomposition d'une force en deux 
autres; il suffira- de décrire un parallélogramme dont on 
connaîtra certaines parties. 

IV. Si les forces P et Ç sont égales entre elles, le paral- 
lélogramme devient un rhombe AHBG^ et les diagonales pig. 7. 
HD et AG sont perpendiculaires. En désignant par a le 
demi-angle formé par les forces, on a' AE)=AD cos « , . 
d'où AG= 2 AD cos et; Or AG et AD sont proportion- 
nels à iJ et P; donc 



Rz=Z2P 



CGS a* 



V. Si les directions des forces P et Ç sont à angle droit \ 

Iç triangle rçcUngk ADG donne AG^~ 'aD'' -f- GU* » !'»§• *• 
AJD =sAG cos êy DG =z= AG sîn d , en désignant^ par tf 
l).augle que les forces P et il forment entre elles. Rempla- 
çons y^G, -^D.et JDGpar les quantités A , P et Q qui leur 
font propûrtio.D^elles, , iiou$ auron^ 



♦ 



r 



i4 



(^. 



/ 



Ces trois équations , qui n^ëquivalent qu^à deux distinctes , 
servent à déterminer Ja grandeur et la direction de la résul-* 
tante , c'est-à-dire , R cl ê, t)e plus , ces équations 
•ervept encore, à la résolution d^une foulé de prçblémes , 
car il suffit de connaître deux des quatre quantités Pj 
Q f R et I , ou même deux relations quelconques entre 
elles y pour assigner lès valeurs des deuxautres. 
. On tire de. ces équations là ^uivante^ qui est souvent 
utile, 

Ç = Ptang 0, 

Nons aurons recours perpétuellement dans la suite aux 
expressions, (y^ , parce qu^ nijs folrces seront smivent 
rectangulaires ^ ou que nous pourtooi les réduire à cel 
état. En effet , pour décomposer une f^ffce R e^ deui( 
autres de directions rectangulaires et connues, il suffit de 
^recourir aux équations P= ii cos ^, .Ç== il sin ^, qui font 
voir que chaque composante est le , produit de la force 1\. 
par le cosinus de V angle quelle fait avec cette compo-^ 
santé. 

On pourrait , il est vrai , employer pour cette décpm- 
p^osition ,^ le pamllélogramme des forces (i8, III) : mais on 
doit le regarder plutôt comme une construction graphique 
propre à peinflre aux yeux le résultat et à l'énoncer d'une 
manière commode , que comme offrant un procédé d'une 
application facile. Nos forniulés C >< ) y stitlt bien pldfé 
propres, puisqu'elles éonl conformes à PespTÎt dé ràlgebi**^ 
qui n'admet pas îàl'i^écessité de rèî)résetit^r les totces pdié 
des lignes (il). C'êsi pourquoi, à l'avertît, ttous préîé-»* 
rerons employer ces fohtiules ; (^ tùtùtité an "ffÉsût jpi^i^ 



COMPOSïtiON DÉS FORCES. i5 

que tdiijoiirs ràîrienerlés directions des fortes à étft per— . 
péndicukires , on évite le dé^avaritàge qu'offrent ces 
ëqnations j de ne pouvoir être utiles que lorsque les 
puissances sont rectangulaires. Mais lorsqu'on ne peut 
facilement met de ce moyen, on doit recourir aux ëqua-* 
iioiis données par l'art. i8 , L 

3. Des Forces qui concourent en un mime point. 

lû. Pour déterminer la résultante de tant de forces 
qu'on VQudra, quand elles concourent en un ménie point , 
on se servira du théorème précédent ; on composera en- 
seniole deux de ces forces , et on leur substituera leur 
t'ésultante (8) ; on combinera de même celle-ci avec l'une 
des autres forces , et ainsi de suite. À chaque opération on ' 
aura une force de moins dans le système, et jpar là on 
réduira toutes lés forces à uite seule , qui sera la résultante 
cherchée ; ou à deux égales et opposées daiis le cas d'équi- 
libre. La même considération sert à trouver la résultante 
lorsque les forces sont dans le même plan et ne concourent 
pas en un même point ; il suffît alors de lés prolonger deux 
ii deux jusqu'en leur point de rencontre. 

On peu t. donc faire la construction suivante : soient les 
forces P, Q'fSf Treprésemées par AB^ AC , AD , AE\ Fig. lu 
en formant le parallélogramme ABFC , on aura la dia- 
gonale^ j^jF pour la- résultante X de P et Q. De même AG 
sera la résultante H d« XetifàS: enfin ^ff sera la résultante 
dtt systélne^ Ainsi on établira l'équilibre (8) dans ce sys- 
tème en y introduisant ube force R^ égale et directement 
Imposée k R^ 

' On peut Aihiplifiér aimi cttn construction. Par l'extré- 
mité É dk k dipoivè jàS qui rapr<js0nte la force P, menée F.ii&i>^ 
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ÏÏig, 8» la droite BF parallèle à la force Q et égale à la partie 
jiC qui la représente : de même par le point F j menez 
la droite FG égale et parallèle à la force S ; puis par 
le point G , GH égale et parallèle à la force T; vous for— 
mterez par là le polygone ABFGH : la droite j4H qui 
ferme ce polygone représente la résultante cherthée. Si 
cette construction donne un polygone fermé , l'équilibre 
ejciste dans le système. 

Ce procédé n'est propre qu'à peindre les résultats , et 
ne les fait point trouver d'une manièrç^ aussi exacte que le 
calcul, qu'il faut toujours préférer ( 18 , V ). 

Fig. i5. ^o. Nous n'avons jusqu'ici composé que des forces si- 
tuées dans un même plan ; supposons maintenant qu'il 
_ s'agisse de trouver la résultante des trois forces P, iS et Q 
dirigées dans des plans différens et représentées par les 
longueurs j4B , jiC et j4D, La résultante T des deux 
forces P et «S'est représentée par ^H\ on peut donc subs- 
tituer la force Th. P et S : mais si on achève le paralléli-^ 
pipède jiDIH , la diagonale DI est parallèle à jiH ^ puîs-i 
que 1)1 et AH sont les intersections de deux plans paral-f 
lèles LM et BC par un même plan , qui est celui àts deux 
parallèles AJy et III. Si on compose ensemble les deux 
forces représentées par AD et AH , on aura donc pour la 
résultante des trois forces P , Ç et S\ une forcée jR répré- 
«entée par AL On conclut de là que troîs forces reprè-^ 
sentées par les trois arêtes qui Jorment Vun des angles 
tn'èdrés d'un paralWi pipède , ont leur résultante repré-* 
sentée par la diagonale de ce parallélipipèdé. 

On voit par là qu'on peut décomposer un^ force en 
trois autres dirigées suivant trois droites • données qui con-^ 
courent en un des points de sa direction. Si on a , paf 
«xemple , les trois droites indéfinies AP^ AQ et ASj et la 
forc6 représentée par la longueur AI^ oiî achèvera le piar*- 
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taUëliîpipéde ; poar cela on inènefa en 1 les trois plans HM^ Fi§. il. 
LM et LH respectivement parallèles à ceux des droites 
données. Ces plans les couperont en trois points By C elD 
qui détermineront les parties AD , AB^ AC , qui repré-- 
sentiront les composantes cherchées. 

21» On retrouve ici le théorème de la page il^^ relatif 
a la décomposition d'une force en d'autres rectangulaires: 
car si les composantes P , «S* et Q sont à angle droit , le pa-^ 
rallélipipède est rectangle , et on a , par exemple, dans le 
triangle ADI j rectangle en D , ADz=zAI x cos D Al ; 
de même pour les deux autres composantes . AB , ACs 
Soient donc a, /d, y les trois angles RAP^ RAS^ RAQ 
que ferme une force R avec trois axes rectangles AP , 
AS , AQ ; on aura 

P==jRcosa, iS=Jîços/ô, Ç = il cos y. 

Telles sont lef valeurs des composantes P, *> et Q. On peut 
même tirer de ces équations la grandeur et la direction dtt 
la résultante R de trois forces données 5, P et Q : car lu 
somme des carrés de ces équation» , donnera cause de 
cos' » -f- cos» <S-j-cos» y = I (*); . - 

I 

Une fois R connu , on trouve ensuite aisément 

P S ' o 

C0S« = ^3; C0S/8=— , cosy=^. 

Il est important de remarquer que le parallélipîpède Fig. la. 
n^est employé que comme un moyen facile de figurer lé 
système , et que cette construction i|^'est qu'accessoire à 

(^) VoyesmonCours de Mathématiqiies, no. 6|8. Au reste- voici imeFig, x9« 
^^^qomlriiUoa M cette éijtiaûQn. Oa a 4«xi» hft triangles recun^les 



i8 STATIQUE. 

Fif. 12. la théorie. On doit donc se représenter l'es forces P, »Set 
Q et leur résultante indépendamment du parailélipîpède ; 
et lorsque par la suite nous voudrons effectuer des com- 
positions ou décompositions , nous rapporterons les puis- 
sances à trois axes rectangles , et nous recourrons aux 
équations précédentes , bien plutôt qu'à des Constructions. 
Lorsqu'un système de forces disposé^ dans l'espace agit 
sur un point matériel , on peut effectuer la construction 
donnée n*'. 19, pour en obtenir la résubante : seulement 
le polygone qu'on forme de cette minière est gauche \ c'est- 
à-dire , n'est plus situé dans un plan. 

22. Composons analytiquement un nombre quelconque 
■I ■ I '■ ■■■■ , * I '■' ■ I 1 1 I ■ 1 1 I ■■ ■ 

Tig. i3. ABI, A CI et uéDI , 

j^BssMcoêuj AC^McoiC, AD^AIcosy. 
D'ailleurs 4«. triangles rectangles jilH ^ ABH et ^C£f donnent 

£n Élisant Tangle BAH-s^ t , les denz deraières'équatiODS reviennent k 

AB- = AI CCS I sin r et AC = AI siii t«in » ^ 

Donc eu comparant aux trois premières 

cos a ^ ces I sin > y cos C =r sin I sin y. 

Ces valeurs prouvent d'abord que les trois composantes de la force 
B. y ont pour expression iS cos < sin > , ^ sin 9 sin y et i? cos y : ce 
qu^il est utile àe connaître , lorsqu^au lieu de donner les angles 
« , /S et y que la force B fait avec les axes, on donne Pangle ioo<* — y, 
qu'acné forme avec la projection sur un plan , et celui t que cette 
projection £dt avec un axe mené dans ce plan j la sonmie des carrés 
des deux équations est 

cos* « -t- cos* C = sin* y ; ■ et comme sin* y =; i — . rog^ y , 

on en conclut 

OOS^ a -4- cos* C -t- eos* y r= I. 

Ce qui exprime une condition à laquelle doivent satisfittiv les trois 
aoglit « , C tt > qtt'uQt 4rmtf Ibnnt avec trots uet rtctangnlMKt. 
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de puissances ; et prenons d'abord le cas oh les Jorces ^'Hi< ^* 
agissent dans un même plan. Menons par un point quel- 
conque A pris dans ce plan , deux axes Ax et Ay perpen- 
diculaires entre eux ; puis décomposons chaque puissance 
en deux autres parallèles à ees lignes. Par exemple , soiti" 
l'une de ces forces, en menant MD et MC parallèles 
aux axes , elle équivaudra k deux autres forces agissant 
suivant ces lignes, et dont les valeurs ( i8 , Y ) sont 
P' X cos PMD et jp X cos FMC. On en dira auUnt 
de toute autre force P^/ . . . . 



Soient donc des puissances P ^pf > P'' • . • . 

dont les directions font 

avec Ax des angles ,•• a' ^ a^f , «"' 

Lescomp. parall. à -^jcsontP^ cos «' , P" cos n'/ , P" cos « 
jpescomp.paralLà ^sontP" sin «', P^/ sin a", P" sîn m 



è • • 



w 
m 



*•■ 



Or , les premières équivalent à une force unique X égale 
à leur somme (12) ; de même les aiAres ont leur résultante T, 
égale à leur somme ; il n'y a donc plus à considérer que 
deux forces rectangulaires connues X et Y^ 

â 
t 

X= P cos •' + P// cos m" + etc. 
JK =; P sin «' + P// sin *// + etc. 

Soit R la résultante du système , et « l'angle inconnu que 
sa direction fait avec ^^*; diaprés l'équation {A)^ ses com-« 
posantes sont R cos tttiR sin «. Donc on a 

jRcosa=:X, lî sin «= y. «••••• (JB). 

Pour trouver A et ot, lorsque X tlT sont donnés, ajoutons 
les carrés de ces deux équations; comme sin* « 4* cos*« s=: i ^ 
on en déduit 

R^^ {xy+r-} (C). 
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hes équations (£). donnent en outre 

X Y Y 

Ces expressions font connaître la grandeur et la direction 
de la résultante : et il est facile ( Voy, pag. i4) de voif 
qu^elles expriment que R est la diagonale du rectangle- 
construit sur X et Y^ ce qui est conforme à ce qu'on con- 
naît d'ailleurs. 

Toute droite qui passe par le point dont les coordonnées 
sont a;' et y' , et qui fait avec l'axe des a: un angle a 9 a 
en général pour équation 

y — y = tang u. (jp— *'). 

( Voyez mon Cours de Mathématiques ^ n*. 69 ; VjfypL 
de Lacroix , 66 ; le Traité de Biot, i5 ). On a donc pour 
équation de la direction de la résultante ,^ a;' et y étant 
les coordonnées du point d'application des forces, 

X(jr-^yy^Y(,x—x') (£■). 

23. Si on suppose qu'il y a équilibre, il est clair que cet 
état doit exister en particulier entre les con^osantes pa- 
rallèles à chaque axe, puisque sans cela le système anc- 
rait une résultante ; les équations qui expriment l'équilibre 
sont donc 

' • • . 

X = o, ou P'. cos a' + P^f. cos êtff + etc. s= o 
1"= o, ou JP'. sin a' + P*. sin a" + etc. s= o 

Il faut, pour l'équilibre, que ces deux équations aient 
lieu à-<la-fois; si l'une d'elles existait seule, telk qutXzs^o^ 
on aurait R cos a = o, d'où cos a:=o (et non pat 
JRe=o); donc a est U quadransj c'est-^dire, que la 
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résultatite ferait un angle droit avec l'axe des x; ainsi 
elle seroit paraflèlé aux y. De même , si Ton avait 1=0 
seulement , h Fesultante serait parallèle aux x, 

2.^ Nous avons regardé, dans nos équations, Us corn-- 
posantes P' cos et' , P^f cos a'' . • • • . . comme positives ; 
mais il peut en être différemment, et leurs signes dé- 
pendent àe la direction et du sens dans lequel chaque 
force agit. Pour les déterminer, il suffira d'observer ce 
qu'on a dit (12) ; car il est clair qu'ici il faudrait sous- 
traire celles de ces composantes qui agissent dans des sen^ 
directement opposés aux autres. Nous pouvons donc con- 
clure de là que Von doit regarder comme positives les 
composantes dans le sens d'un des axes , qui tendent à 
augmenter, la coordonnée du point sollicité jpéàp rapport à 
cet axcj et comme négatis^es les composantes qui tendent 
à^ diminuer cette même coordonnée. 

Il y a un autre moyen de déterminer les signes , qui 
revient au précédent, mais qui est plus analytique ; voici 
en quoi il consiste. Concevons que du centre M, auquel Fig. 1 5,* 
les forces sont appliquées, on ait décrit le cercle BDEi'\ 
et mené les droites EB ^ FD parallèles aux axes Ax et 
Ay> En prenant le point B pour origine des arcs , toute 
droite, telle que iV/P ou MÇ, qui tombe en_ dessus de 
EB , fait avec cette ligne un angle dont le sinus est 
positif ; tandis que ce sinus est négatif pour les lignes 
MS et MT qui tombent en dessous. Pareillement , le* 
lignes qui sont à droite de DP, forment avec EB des. 
angles dont les cosinus sont positifs , tandis que celles 
qui sont à gauche ont lèis cosinus négatifs. ( Voyez mon^ 
Cours de Mathémat. , n**. 3Si.) 

Si donc on fait tourner une force autour du point ^ 
M qu'elle tipe ,. il suit de ce qu'on a dît ci-dessus , qu'cur 
passant d'un quadrans à l'autre, le signe de L'une de ses^ 
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Fig. i5. composantes devra changer aussi : ce qui revient à dire qne 
les produits P sin a seront positifs ou négatifs avec sin a, 
c^est~à-dire , suivant que la forcé P tombera au-dessus 
ou au-dessous de EB. De même P cos « sera • positif 
ou négatif suivant que Psera disposé à droite ou à gauche 

de m\ 

Mais pour n'avoir ainsi égard qu'aux directions de P^, 
P^/, etc, I il faut supposer que toutes ces forces tirent 
le point matériel M dans les sens de leurs directions 
respectives , ou que toutes le poussent : cette hypothèse 
est permise , puisque ^ si pour une puissance en parti-^ 
culier il en était autrement , il sufîirait de l'appliquer 
sur son prolongement et en sens opposé. Cette manière 
' de déterminer Jes signes est réellement beaucoup plus 
analytique; puisque, conformément aux règles de Tal- 
*^ ^èbre , lorsqu'un problème -est posé ^ en équation, il nç 
s'agit que de traiter celle-ci d'après des règles connues , 
et il n'est plus nécessaire de recourir au ^problème pro— 
posé afin d'établir certaines distinctions. On voit que notre 
procédé nous permet de traiter les produits P' cos a', 
PN cos a",.»» à la manière des quantités algébriques \ 
jet , sans nous embarrasser si elles ont trouve leur ori- 
gine dans -des forces décomposées. Ainsi nous regarderons 
à l'avenir le signe des quantités P' cos «', P^ cos ct^/.., 
comme 4éterminé par celui de cos ct% cos a^ • • • . . et 
les quantités P% P''.... ne seront plus considérées que 
comme des nombres abstraits. 

25. On tire des deux équations (J?) une conséquence 
.,, . remarquable. Prenons dans le plan des forces' un point 
arbitraire iS , et menons au point d'application M la droite 
MS = s; soit é l'angle qu'elle forme avec l'axe des x; 
. «' ^— I sera l'angle SMP'^ formé par MS et la direc- 
tion ilfP' de la force P^ : or , si du point «S on abaisse 
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Sa=p\ perpendiculaire sur A/P , on aura dans le triangle Fig. i4 
SMoj Sa:=:s, sin{et' — if) = p^. On en dira autant pour 
les autres forces ; nommons r^p^jp^L». les perpendicu- 
laires abaissées de S sur les directions de JR., P'^P^^,.. 
Or les équations {B) reviennent aux suivantes 

jR COS a = P' COS a/ + P^ COS a" -}- elC. 

Jl sîn « = -P' sin «' + jP^ sin «'/ + etc. 

nuiltipliant la première par j. sin ^, et la seconde par 

s COS ê ) retranchant et observant que 

sîn (a— #) = sina.cos é — sintf.cosct, on a 

Jfb.sin (ft— é)=F5.sift(«'— +P''s.sïn{uff — 0+^*^* 
•u Rr=pD'+Ffpff+ etc (F). 

• 

On est convenu d'appeler moment le produit de la 
|;rai^leur d'une puissance par sa distance à un point fixe ; 
ainsi Téquation {F) désigne que 'le moment de la résultante 
est égal à. la somme des momens des composantes, 

2&, On doit entendre ici par somme des momens^ les 
produits P>% Pfp^,é. chacun pris avec son signe : ce 
signe ne dépend que de la direction des puissances, c'est- 
à-dire de p^ ^pff •• . puisque (^4) 1^ forces sont supposées 
tirer toutes à-la-foî& le point maliériel M. Or , l'équation Fig. i&» 
r = 5 . sin ( et — â) indique , que suivant que sin (a — I ) 
sera positif "^u négatif, le moment Rr aura le signe -^^ 
©u le signe — : il en est de même des autres forces. On 
conclut de là , et de la manière doht on détermine les 
signes des sinus , que toute force qui tombe d'un côté de 
la droite MS a son moment positif , tandis qu'on doit 
regarder comme négatif, le moment d'une puissance qui 
est disposée de Tautre côté : en supposant toutefois que 
toutes les forces tirent le point M , ou si on veut , qu'elles 
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l'jg.iG. ^^ poussent lotîtes. Les pîedis des perpendiculaires , tels 
que a^b^ r ,.... sont d'ailleurs tous sur la circonférence 
d'un cercle décrit sur SM comme diamètre. , 

Il convient, pour bien saisir Fesprit de ce genre de 
considérations , de recourir aux principes jnnémes qui 
servent à la détermination des signes dans les problèmes 
de géométrie. ( Voyez mon Cours de Mathématiques , 
n**. 33o. ) 

Ainsi P/?', P^/?^, P''/?'" seront négatifs dans la fig. i6, 
et P^p^" , P'p'' , P^'p^' seront positifs, on réciproquement. 
Or observons que si on considère le point S comme fixe y 
et les droites Sa y Sa..... comme des verges rigides ,- 
Faction de chacune des forces sur le point M ne peut être 
que de le faire tourner autour de ^ : de plus les momens 
positif^ appartiennent aux forces qui tendent à faire tourner 
dans un sens , tandis que les momens négatifs sont 
relatifs aux forces qui tendent à feire tourner en sens 
contraire : on (inclut de là que l'équation (F) peut s'é- 
noncec ainsi : lor$qu*on a plusieurs Jorces appliquées à un 
point matériel , et disposées dans un même pUm , le 
moment de la résultante est égal à Vexcès de la somme 
des momens des forces qui tendent à faire tourner dans 
un sens , sur celle des momens des jorces qui tendent à 
faire tourner en sens contraire^ autour de Vorigine des 
momens. Mais on remarquera que l'idée de rotation qui 
est introduite ici n'est pas nécessairement liée au principe 
précédent; le mouvement n'y est que de pure commodité 
pour déterminer les signes, et ne fait pas partie nécessaire 
de ce principe. 

27. L'équation (F) devient 

Fp' J^F'pfi J^tic. = o 

dans le cas de 7îr = o; c'est-à-dîre , I^ lorsque jRsro ^ 
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alors le système est en éqiiiKbre ; et a«. lorsque^ rï= o , 
ou que l'origine des momens est prise sur la direction 
même de la résultante. Ainsi la somme des momens ■ des 
Jorces qui tendent àjaire tourner dans un sens , est égalB - 
à la somme des momens des jorces qui tendent à faire 
tourner en sens eontraire j i°. qu0nd il y a équilibre 4 
ù.*. lorsque Vorigine des momens est prise sur la direction 
Je la résultante, fin général, s'il y avait quelque* force dont 
k direction passât par l'origine S 'des momens 9 sou mo" >^ 
ment serait nul. > 

28. Prenons maintenant le cas oâf les puissances ént Fig. is« 
des directions quelconques dans l'espace. Concevons par 
un point arbitraire de l'espace trois dvoites AP^ ^S^ AQ^ 
rectangulaires entre elles; nommons AP Vaxe des x> 
AS Vaxe des y , et enfin AQ Vaxe des z. Le plan PAS 
passant par les axes des y et des x , sera le plan des xy ; 
de même le plan SAQ^ qui passe par les axes des^ et des z^ 
sera le plan des^^ ; enfin le plan PAQ sera celui des xz» 
Nous conserverons dans la suite ces dénominations. 

Cela posé 9 soient des puissances. . . P, P*, P'". . ^ - 
dont les directions forment 9 

avec l'axe des x , les angles. • • , .a' , «'/ 9 «''^ . . .1 

avec l'axe des j-. C , ff" 9 Ç^', • . • 

avec l'axe des z , y', yff^ y»'. , . , 

En décomposant cha cune de ces ferces en trois aatres(:& i )^' 
dont les directions soient parallèles aux axes , on a pour 1 
les composantes parallèles 

auxo?. ...F cosa' ;Pf cosa^f , P'^' cos «"'.... 
auxy....FcosC'9P//Gos Q}^ ^F" cos^''^.•♦ 

aux r F COS y', P'' COSy// 9 P'' COS y'" .... 

Chacun de ces trois groupes de forces équivaut à une 
puissance unique égale à leur somme , puisque ces. ^ 
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ri«. la. composantes, agissant sur un point, sont dirigées dans une 
même droite. Faisons us^ge de la notation précédente , et 
nommons X, FetZles trois forces parallèles respectif, 
vement aux x^y tlz ^ nous aurons 

X= P cos af + 1^ cos «// -f P'' cos «'" 4- . . . . 
Y= F cos C' + P» cos ^ + P" cos C" + . . . . 

Z = P cos / + jpl^ cos y// -^ P*i cos y'" + . 
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Si quelqu'une de ces composantes agissait en sens con- 
traire des autres , elle devrait être prise négativement ; on 
reproduirait donc ici les raisonnemens du n^". ^4, relative- 
ment à la détermination des signes des termes P cos n' , 
P' cos «//,... soit il'après le sens où agit chaque compo- 
sante , soit d'après le signe des cosinus. 

Soient «, ^ et y les angles inconnus que forme la 
direction dfe la résultante R avec les trois axçs; R cos « , 
R cos « t JFl cos 7 , seront ses composantes dans le sens des 
axes ; on aura donc 

ilcos* = X, -RcflsC=r, iicosy=Z. . .> (^) 

JPour avoir la résultante et sa direction , ajoutons le* 
carrés de ces équations; nous aurons 

il*(C0S««+ cos' ff -f cos» y ) = JSr» rj- r* -4- Z». 

Or on sait (pag, 17) que cos* a+cos* C + *^*^^' 7 = ï î «^onc 

R^y/ {X»+r»4-Z^}j 

d'ailleurs les équations {G) donnent f ^ 

X 'Y . Z("" ^"^' 

cos « =-g- > cos ^=~f[-> 'o* ^~~R") 

Ces équations déterminent la résultante R et sa direc- 
tion. On peut observer qu'elles indiquent que la résultante 
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est la diagonale du parallélipipède rectangle construit sur ^. i^ 
A' , F et 2f ; ce qui est évident. ( Voyez n*».^ai. ) 

29. Soient x' ^y et z' les coordonnées du point d'ap- 
plication des forces ; les projections ( Voyez mon Cours 
de JVIathématiqocs , n^». aja et 6o5 ) xle la résultante sur 
les trois plans coordonnés passeront par celles de ce point; 
les équations de cette droite seront donc 

y r~^y = tf ( a? •— aï' ) .*. . . swç le plan des xy , 

z — z^ =^(a? — x') .... sur le plan des xz , 

h{y — y^) =:a (^z — z^ ) • . • • sur le plan desyz , 

a et b étant les tangentes des angles que forme l'axe des x 
avec ces projections sur les plans des xy et des xz : ainsi 
menons par le point ^ , auquel les forces sont appliquées, Fig* i3. 
les lignes jiP, AS et AQ^ parallèles aux axes des x , 
des^ et des z\ la projection de la résultante jR sur le plan 
PAS est AT\ AI^ AB et AC représentent il, X et F; 

or on a dans le triangle HAB j tang. HAB ^r:--—-: 

, Y Z 

donc a = — - ; on trouverait de même b •= ■-. Les 

équations de la résultante sont donc 



{y^y') = Y{x — x^) \ 

{z — z'):=;zZ{x — x') >. . . . 

{y^r)^Y{^^z')) 



l'une d'elles est comportée par les deux autres. 

3o. Si le système est en équilibre, il est clair que cet 
état doit avoir lieu en particulier entre chacun des groupes 
de (orces parallèles aux axes; ainsi les équations d'équi-- 
libre sont 

X=o, r=o,Zc=o (^>. 



/ 
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!%• i5; Totrt ce ({ui a étë dk n?. 22 n^est ^'un cas particnCet 
du problème que nous venons de traiter ; car si toutes les 
forces son! dans le plan xy , elles forment des angles 

droits avec l'axe des z , et on a cos y' =a cos y'f = o 

d'où ^ ac o, cos 7= o et cos* a+cos* C= i , ou sin a = cos S, 
On retrouve donc ainsi les équations des n^. 22 et ^3. 

Si ces trois équations (K) n'avaient pas lieu à-la-fois, 
il n'y aurait pas équilibre dans le système ; si on avait 
seulement X=o, oh aurait il. cos a = 0, et par consé- 
quent cos et = o , ou a = le quadrans ; ce qui désignerait 
que la résultante est située d^ms un plan perpendiculaire 
hf l'axe des x. Si on avait à-la-fois X=o, F=o, it 
serait de même aisé de voir que la résultante serait paral- 
lèle à l'axe des z. 

4. Des Forces parallèles. 

rig'iy» 3i. Soient deux forces parallèles p et q ^ agissant dans 
le môme sens , et appliquées aux deux extrémités E et F 
de la ligne EF sur laquelle leur inclinaison est quelconque: 
il est clair qu'on ne changera^ rien à l'état du système si 
on y introduit deux nouvelles forces // et q^ égales , 
opposées et agissant dans la direction de la ligne EF , 
quelles que soient d'ailleurs les grandeurs de ces forces. 
On composera les deux forces p et p' en une seule P:^ 
de même la force Q remplacera ^ et ^'. La résultante 
de ^ et ^^era donc la même que celle des deux forces» 
Pet Ç, qui concourent au même point ^, résultante 
qu'on sait d'ailleurs trouver ( 18, I). Il ne s'agit donc , 
pour résoudre le problême proposé , que d'exprimer par 
' le calcul toutes ces conditions. 

Pour cela, par le point A^ menons AR et BC paral- 
lèles aux forces /» et ^, et à £F; de plus concevons les 
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"Aeax forces Pet Q appliquées en A (lâ), -et décompo^Fi^ 17^ 
sons la puissance P en deux autres dirigées suivant AB et 
AO liai première sera p^ y la seconde p ^ puisque 1^ cir^ 
constances de la décomposition de P s^nt les mêmes en ,A 
quVn E : de même décomposons Q ^n q' el q^ agissant 
suivant AC et AO. Les deux forces ^ ei.p' égales , par 
hypothèse , se détruisent : la résultante de p.ei q agit donc 
suivant AO^ et est z=p -^ ç; c'est-à-dire nu^elle est parallèle 
aux composantes et égale à leur somme. 

Il ne s'agit plus pour connaître cette résultante^ que d.e 

déterminer le point O par lequel elle passe : or , p&isqse 

Pest la résultante de /7 et p' , il suit du n^. 189 I, q«e 

»' sîn pEP sin EAO ^, . , , . . 1 

^=: . ^ =^ — TbvT* ^*** ^^"^ ^^ triangle 

p . sin p'EP sm -<f£0 . . 

EAOj le rapport de ces sinus est égal à celui des côléi 

f!0 et AO opposés aux angles ; donc — = —rrr* On 

' . p AU 

trouve de même — ?= ^ . Or, en multipliant ces equa- 

lions, £omme p' z=iq\ on élimine ces quantités , et il vient 

— = p^ ? OU ^ X PO =:p X EO ; équation qui fixe la 

•• ■'', 

situation du point et prouve qu'i7 divise EF en parties 

réciproquement proportionnelles aux forces p et q. 

Donc en général la résultante de deux forces parallèles 
est égale à leur somme , leur est parallèle^ et disnse la droite 
d'application en deux parties réciproquement proportion-- 
nelles aux composantes. 

Sa. Soient deux forées P et Q parallèles , et R leur 
résultante , appliquées en ^, Cet 5 ; soient aussi ABz=zp , Fjg. ,^^ 
BC =;= ^ 9 AC =±: a ; on vient de démontrer que 
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Fig. i8. Ces equâtioiis renferment six quantités A, P, Q, o, p et f| 
il suffit donc de connaître trois dVntre elles ^ pour en 
conclure les trois autres par le calcul. On pourrait même 
n'en connaître que deux ; mais alofs il faudrait avoir une 
nouvelle équation pour que le problème fût déterminé ; 
et ainsi de suite. En général ^ il faut toujours' remonter 
aux équations (X) ^our résoudre les problêmes relatifs à 
la résultante des deu^ forces parallèles. Nous en allons 
donner plusieurs exemples. * 

I. Proposons-nous de mettre en équilibre deux forces 

Fig. i8f P ÉtÇ qui agissent dans le même sens; A et C sont les 

points d'application. Ici a, P et Q sont seuls connus : les 

trois quantités p^^etR devront donc être déterminées par 

le» trois équations (X). £n éliminant, on trouve, 

_ gQ ^^Q _ g^ _ ^ 

Une fois le point B déterminé , on y mettra un appui fixe , 
ou une force égale à P-f- Q^ dirigée en sens contraire de 
Pet Ç^, et parallèle à ces composantes. 

IL Supposons qu'il s'agisse de trower les efforts qu* exerce 
Fig. i8. tf/i deux points donnés \. et C d'une droite AC , une force 
R appliquée en B : pour cela il faut trouver deux forces P 
et Qqui soient prallèlés à A ^ appliquées en 4 «* ^i et dont 
R soit la résultante. On connaît ici R^ p ^^ q \ il faut trou- 
ver P et Ç. Eliminons entre les équations (i) , il wndra , 
comme ci-dessus , 
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111. Paisqu'il y a trois quantités arbitraires y regar- Fig. iS.; 
dons Qi a et ^ comme inconnues : H, Pet p seront 
les données , et nous résoudrons par là ^ ce problème : 
décomposer une Jbrce donnée R en deux autres ^ et Ç^ ^- 
telles que la grandeur de Vune d'elles P , et son point 
d*application A soient connus. 

Éliminons Ç , a et ^, nous trouverons 



Q = Ri^P, 



_ PP 



Hp 



R 



A — P 



Il est aisé , d'après cela , de produire V équilibre entre deux 
forces parallèles et opposées P et il : en effet ^ soit R la F*g« ^^ 
plus grande , décomposons cette force en deux autres , 
dont l'une P' soit égale et opposée à P; les valeurs ci- 
dessus déterminent l'autre composante Q et le point C où 
elle doit être appliquée. Comme P et P se détruisent', la 
force Q est la résultante cherchée de P et jR , en sorte 
-qu'une force .Q% égale et opposée àJÇ produirait Téquilibre. 
Il suit de là que la résultante de deux Jorces parallèles 
qui agissent eii sens contraire est égale à la différence des 
composantes , et agit dans le sens de la plus grande des 
^ux. Et comme en divisant lesdeux dernières équations^ 
on trouve aP=Rç^ on voit que le point d'application de 
cette résultante est placé en dehors des forces et du côté 
de la plus grande en un point tel que les longueurs a et y 
'#ont encqre< réciproquement proportionnelles aux forces 
PétR. 

Si les forces opposées R et P étaient égales , on aurait 
Ç = o et a = 00 : de sorte que pour produire l'équilibré 
il faudrait appliquer une force nulle à une distaifce infinie : 
ainsi , dans cp cas ^ les équations (X) ne peuvent avoir lieu 
ensemble. ( Foy. mon Cours de Mathématiques , n». 1 15. ) 
Cependant si on admet la possibilité que P et R aient uae 
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f]£. 19* seule résultante ^ c'est-à-dire , puissent être roises en éqiii*- 
libre par une troisième force Q'y il doit être possible aussi 
de décomposer la force R en deux autres qui détruisent P 
et Ç' ; d'où il suit qu'on devrait pouvoir effectuer 
le calcul précédent. . Donc lorsque Pz^R^ une force 
unique ne suffit pas pour produire V^uilibre. 

Prenons entre ^ et £ un point quelconque J, et dé- 
composons la force jR en deux autres , dont l'une agisse 
en / et soit z=3/^Métant d'ailleurs quelconque et < JR : 
l'autre est Ç = 4 — M ; elle agit en un point C, pour 

I I u^ iw.X Xd 

lequel on a nC = ^ ==: -r — . Opérons de même pour 

P, en prjBnant aussi ^ pour la composante en J: comme 

, P=Ry l'autre ^era aussi Ç = jR— il/ et appliquée à 

gauche de ^ , en un point distant de A de la quantité 

, M y. AI M(^p—JB) 
9 = ^ — = -yz y en^ faisant AJi 5= p. Ces 

quatre forces se réduisent à deux forces égales à Q, c^poséet 
et parallèles ; donc si on introduit deux puissances qui 
leur soient égales et directement opposées , elles détruiront 
Pet jS.^La grandeur et les. points d'application de cc« 
deux forôes =r= Q .ne sont pas déterminés , puisqu'ils dépend- 
dent de la force M et du point /, qui sont quelconques : 
on voit donc qu'on peut d'une infinité de manières^ è Vaitk 
de deux forces égales , ^produire Péfuiliàre entre ^deuas 
puissances égales ^apposées et parallèles. Si on prend, par 
exemple, deux forces=:Ç, Çétant==P— 5, onappliquer^ 
l'une en un point arbitraire^, son action étant opposée.à JR. : 
l'autre forceÇ devra agir en sens contraire, en un point sitaé 

à gauche de A et distant de ce «dernier, de ^' sr: ■ ^ ' ' » 

ainsi qu'on le voit en éliroin^ut M txïB entre les valeur5 
de Q, y et y'. 
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* 33. Nous potlVôni maintenant trouver la résultante d'un ri§. aoi 
tystêôie de fotces parallèles P, Ç, S. et T, qui agissent sur un 
corps. En effet, joignons lés points^, B^ C,Z) où elles sontap- 
^iquëes j puis cotnposotts d'abord les deux forces P et Q : 
Sbit Uleur résuîlànte ietô feon^oitit (i'açplîcation. On joindra ♦ 
les points a et D, et on com^osé-ra de noureau leà forces 
T et Jl : soit h pomt d'application de leur résultante ^ 
<^i équivaudra aux trois puissances P, Q et T. Menant bC, 
-tm obtienc^a facilement la résultante de la force qu'on vient 
de trouver et de la farce *$■, etc. 1 

Si les forces agissent dans des sem cifférens , on com- 
posera d'abord celles qui tiretit datis le même sens , puis 
•celles qui tirent en sens contraire : il restera à compose» 
entre elles ces deux derrières forces. Si elles sont égales ^ 
41 y aura équilibre dans le cas où elles agiraient suivant 
la même droite : dans le cas contraire , il ne serait pas 
possible de les mettre en équilibre à l'aide d'une seule 
puisslince. 

' Il est aisé de conclure de là que , i^ la résultante gè- 
nêfnh est parallèle aux composantes et égale à leur 
somme , si elles agissent dans le même sens : ou égale à la 
somme des forces qui tirent dans un sens , moins la somfhe 
des forces qui tirent en sens contraire, 

2*». Le point d'applicajiion de la résultante générale 
s^obtîetit par une suite de déterminations de points ana- 
logues pour deux forces. 

3^. Le point a où est 9p|>liquée la résultante R des 
ifoites P et O , divise la droite AB en parties qui sont 
entre clleis réciprbquement comme ces forces ; d'où il suit 
-que ce point ne dépend ni de leur direction commune , 
ni de leurs grandeurs , mais seulement de leur rapport. En 
sorte que-t:e point a serait le même , si on faisait varier la 
direction des îwces P et Ç et. kar intensité ^ pourvu 
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Fig«ao. qu'elles fussent toujours parallèles /et que leur rapport 
n^eût pas changé. On en> dira autant du point h , où est 
appliquée la seconde résultante, et ainsi de suite. Le pointe 
d'application de la résultante générale jouit donc de la 
même propriété 9 lorsque les composantes deviennent 
p=:nP^ g:=:nQ^ s=:nSj tz=znT ^ c'est-à-dire, varient 
proportionnellement , sans cesser d'être parallèles. 

Donc si on incline toutes les forces dans disperses situa^ 
fions , de manière qi^ elles conservent leurs poinfs d^appli-^ 
cation , leurs grapmeurs et leur parallélisme , la résultante 
passera toujours 0ar le même point , qui est ce qu'on 
nomme Centre des forces parallèles.* 

11 est d'ailleurs évident que si tous les points d'applica- 
tion sont dans un même plan,, ou sur une même droite, le 
centre des forces parallèles est situé sur ce plan bu sur cette 
droite. 

Au reste , nous ne présentons ce moyen de composer 
les forces parallèles que pour en faire concevoir Nette- 
ment la théorie. Nous donnerons bientôt des procédés ana- 
lytiques qui serviront à résoudre ce problème d'une manière 
bien plus exacte et plus sûre. 

34* Soient P et Q deux forces parallèles agissant dans 
- Fie. ai. ^® même sens, et leur résultante il : d'un point quel- 
conque A de leur plan pris en rfehors des forces , menons 
la droite -^1) perpendiculaire à leurs directions, et regar- 
dons les points B^ C et D comme ceux oii ces forces sont 
appliquées ; faisons AC-=zr^*AB z=zp^ AD = ^ , comme 
AC^BC + AB=AD — DC,our=zBC+p=q^DCj 
en multipliant l'équation H = P + Ç f^^ ^t on'trouv» 

Rrz^plBC+p) -{-Qi^^DC) j et comme 

P X BC=Qx DC, on en conclut 

Br=Pp+Qq. . , . . Ç^. 
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Frenotis maintenant le point A'- y a^u-dedans de T espace Fig, at 
TBQD , et désignons par p^ q ^ r, les distances des forces 
à ce point : on a^^'C z=r jBC — A'B zznA'D ~ CD ou 
r= BC ^—p =q — CD ; multiplions d€ même par r 
Téquation R= ^ H" Q i nous aurons en réduisant 

Rr=iqq—Pp. :** 

Ainsi le moment de la résultante est égal à ta somme dans 
le premier cas , et à la différence dansliè second cas , de» 
momens des composantes. > 

Voyons maintenant ce qui^ arrive lorsque les forces 
agissent en sens opposé. Puisque la force Q' , égale et pjg^ ,g^ 
opposée à la résultante Q, met en équilibre les composantes 
P et il , on peut regarder la force R comme destinée à 
mettre P et Q^ ert équilibre. Les équations précédentes ^^ . 
devant avoir lieu pour les composantes P et Q^ et leur 
résultante qui estxme force égale et opposée k R f ï\ vient 
Rrz=z Qfq±L Pp^ en cumulant , par le double signe dbf 
les deux cas où To/rigine des momens est prise en dehors des 
forces P et jR, ou entre elles. Comme Ç=Ç', on tire de là 

qq^Rr^Pp, 

ce qui démontre que le moment de la résultante Q des 
deux forces R et P qui agissent en sens contraire , 
est encore ici égal à la somme ou à la différence des mor 
mens ét& composantes : seulenfient on prendra le signe — 
clans le cas où Forigine des momens sera en dehors des 
forces , et le signe *f- dans i^autre cas; ce qui est précisé- 
ment le contraire de ce qu^ori a fait ci-dessus. 

, Concluons de là que l'équation (N) ^sl , vraie dans tous 
les cas , et que le moment de la résultante de deux Jorces ■' 
parallèles, est égal à la somme des momens des compo^ 
montes ; mais il faut avoir soin d'attribuer à ces moment 



- .» 
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? dfes sîghés côhfcftflfe» à cenx qu'on vient de trouver. Or , il 

est facile de voir qu'ail suffit pour cela de regarder comme 
affectées de signes contraires,!^, les perpendiculaires ^et q^ 
lor^ue partant de l'origine des momens , elks sont diri- 
gées dans dessenjc opposés ; et, 2®. les forces Pet Ç , lorSH- 
'^'elles^issent en sens contraire. 

' On peut encore remarquer, comme précédemment (:i6), 
'^uè cette manière de déterminer les signes , équivaut à 
regarder comme ^fectés de signes différens les momens 
des forces qui tendent a faire tourner le système en sens 
contraire autour de l'origine supposée fixe , et ne pas ou- 
l>lier toutefois que la rotation qu'on introduit ici n'est que 
^ de pure commodité. 

35. On observera que tout ce que nous venons de dire 

Fis. ai. Ç^ui* 1^ ligne AD ^ menée à angle drôh sur les directions 

des forces, a encore lieu pour toute autre ligne AG , 

imenée d'ùn« manière quelconque ; c't^st-à-dire qu'on a 

aussi 

JR X ^F=Px ^i^ + Ç X ^(?. 

Cela résulte de cfe que le théorème du n°. 3i a lieu ^ 
quels que soient les angles formés par le$ forces parallèles 
avec la ligne sur laquelle sont situés leurs points d'ap- 
pti cation. 

Nous pourrons iCiéme dire que dans tous les cas , Ar 

•résultante de âeUx forces est égale à leur somme , et que h 

moment de la résultante est la somme dedeurs momens y 

pourvu que àousne considérions plus les perpendiculaires et 

les forces mêmes que comme de simples nombres abs^aits, 

et que nous attrîl>ùions à chacune un signe dépendant dto 

Sens suivant lecjtïel elle est dirigée. C'est pour donner à 

ce théorème toute Tévidénce possible , que nous avons 

"développé successivement les quatre cas que le système d^« 

"deux forces peut présenter : mais il aurait été cnticremcift 
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rigoureux de le conclure de réquation (N) , en recovirantFijtîiiî»^' 
aux principes généralement avoués relativement aux si- 
gnes algébriques. (Consultera cet ég^d mou Cours de Ma- 

thématique^ , n**. 33o ). ■ , " 

* 

26. Le tkéo'réme du. n^. 33 t«naàt lieu des principes 
||]^cédens , peut être employé à la résolution des proté- 
ines relatiîs à la con;iposition de deux forces parallèles. Re^t 
prenons , par exemple ^ ceux du n°. 3^, et les désignations 
qui y tbnt employées. 

. Dans le ppeoue^ . q& il s^agit de trouver la résuHatite Fig. 18. 
de deux forcer ^.I5t Q parallèle» qui agifisent dans le 
m^me sens , on ai R r^P-^ Q: et si on forme tour à touD 
l^s produits des pui^ai^ces par Isa distances, de lei^rii 
j^oints respectifs d!appli cation aux- pointa. vi et C^ ceux 
des forces P et Ç seront successivement nuls , et on aura 
Rpt=aQ^ Rç=zaP. Qn retrouve aii^i 1/es valeur^s de 
R\ p et û, ,. . ^ ' 

Ces ijiêmes équations font aussi connaître les compo-* 
élMites Pet ^d^ùné force connue ft , lorsque leurs points 
il^appHcation A e% C sont donnés. V ^ • 

Enfin, si on veut composer deux forces j[)àrallèl es op-Rg. ip^ 
pôs4^s P et il , en prenant pour origine' le point \/^ d'ap- 
pHcation de la plus petite P, on, a aQ "= Rp ^ onttt 
Ç = H — P. On repi^ilii ail^jsi les seiiilkHis déjà obtenues. 
Mais * cette mardie est surtout utile dahs les théorèmes- 



suivans. 



' ' ^7. Soit un ' système quelconque- de forces parallèles Fig» a»» 
^, Pfj P". . . appliquées dans l'espace aux divers points 
d'un corps; désignas par a:' ,y , z^; x^\ y?, r^ ;. . .'les 
coordohnées respectives de ces points rapportés à trois, 
axes rectangulaires Ax , Ajr et Ax : sotcrtt enfin'/) et R 
les points d^applicattoh des forces P' et P//*, G cclufr dfe- 
leur sésultaate R' ^ nomoiLOipis 0^ y. b' ^t f^ le» troid:^ 
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Tig.». coordonnées de G ,'nous aurons 

JBi^x', BC=y, CD = :^^ 
jiH=x'f, HI:=yf, IK=z9^ 
ÂE=:a\ EFzrzl/ , rGz=z4/^ 

' Prolongeons la droite DK jusquà la rencontre £ avec le 
plan zjr , nous aru*rons H' = P^ + ^^^ » et 

r\c LG=zRx LD + PftxLK; , 

et comme les distances XG- y XD, LK , sont proportion-* 
nelks à leurs projections AE , AB et Afï^ sur l'axe- des or ^ 
on peut remplacer les unes par les ^autres dans notre 
êquatibn , qui devient par là R^a' z=z Pxf -^P^fx^L On 
raisonnera de n>éme par rapport aux axes des y et des z ; 
on a donc 

jR' = F + Ff , Rb' = Pf + Pify'f > 

R'a' = Px' •+.Pf:f:», R'c' z=Fz' +PfzV. 

. Il suit' des dévcloppefliens donnés, dans le n\ 34 sur [^ 
signes , que les termes de ces équation» |ie sont paa essen^ 
tioUement positifs^^ On. devra examiner, pour fixer ces 
signes , si l'une des fprces P ^ F ^ n'agît pas en ^en^ 
co^itraire , et si quelqu'une des coordonnées' x* y y'. , z' • • .j 
n'est pas nég^tjye ; . pui«r on combinera ces diverses cir- 
constances.Les fi^C^jeurs de chaque termeay^pt ainsi un signe 
connu , celui de leur produit s'en suivra. On devra faire la 
même remarque par la. &uite. Du reste, ces quatre équalîons 
fpnt connaître la grandeur de la rési;ltantp., le sens dans 
lequel elle agit et le point où elle est appliquée : c'est c% 
qui sera bientôt développé plus au long. 

Composons maintenant la force R' OqÂ remplace F 
et P" ) avec la force P" ; on aura de même ^ 

Rff =R' +!*", R^aff^R'a'-^'P^'x^ 
R'fbf= R'b' + Py , R'fc'f = B'c' + P"z!^ 
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substituant pour jR', R'a'^ R'b' ^ R^c' , leurs valeurs, on Fîg.M- 
-obtient celles de RJf , H'/a", jR"^" , R*'ciK On peuj con-' 
tinter ce raisonnement autant qu'il est nécessaire , et il est 
visible que pour déterminer la résull^ainte R et sa position , 
on auna les équations 

« =F +P'. +etc.' 

Rx =i Fx" + Pllxff -+. etc. 1 .gy 

Ry=Py + P/y + etc/ ^ ^* 

Rz = Pz' + Pllz'f + etc. 

On doit toujours observer de prendre négatis^ement les 
forces et les coordonnées dirigées en sens contraire de 
celles qiion regarde comme positives. La première de ces 
équations détermine la grandeur de la résultante ; son point 
d'application a pour coordonnées >' 

_ Px' + Ffx'f + etc. ' 
^~ jP + iV 4- etc. 

_ Py + F^l + etc. , 
•^ — p/ + F/+etc. ^ ^^" 

_ Fz^ +jP^g// + etc. 
^~ P + P/Z + etc, 

38. Observons que les cooMonnées x^f^lz désignent 
les distances respectives des plans des jr , xz et xy ^ aux 

• points d'application des forces : Rx , Po;' , P'i'x" \ . sont 
donc les produits des forces , par les distances de leurs 

, pointa d'application au plan^-?; c'est ce qu'on nomms les 
momens de ces forceis par rapport aii plan de yz j de 
même Ry , Py , pfyfi < . . . sont leurs momens par rap- 
port au plan des xz. Ainsi la résultante, d'un système de 

forces parallèles est parallèle à ces forces^ et égale à leur 
somme y son moment est éfial à la somme des mwnens dês: 



iWg.ûa. composantes. Ce thëorépcie s«rt à &ire cowaitre la gï^TH 
deur,^ la direction et la position de U résultante, biea^ 
entendu que les signes doivent toujours être détermines 
d'après les considérations expo9^e$ (34)* 

On ne devra point oublier, par la suite q^e les Aiomens 
dont il s'agit ici sont très-différens de ceux que nous avons 
déjà employés , puisque c'était qlôrs (25)Mles produits de 
forces p^r lei^r^ jî^.ncrs à un point pris dans leur plan ^ 
tandis que lorsquHl est question de forces parallèles , on 
entend par momens les produits de ces forces par les dis^ 

içnces de leurs points d'application à un plan quel- 

• •' ■ ■ . . 

conque. 

. . Si le plan des ayy a été pris perpendiculaire aux direc- 
>jtions des forces , chacune d'elles est projetée sur ce plan 
«n un point; les x et les^ désignent les distances respec- 
tives de CCS forces aux plans àesj'z et des ccz ^ auxquels 
elles sont parallèles ; il suflit alors de prendre les momens 
des composantes par rapport à deyx plans parallèles, pour 
en conclure la distance de la résiiUante à ces plans : ainsi 
on doit employer alors seulement les trois équations 

R î=zP +P» 4,etc, 1 
' Rx=pfx' + Pifx^ + eic. >... (0 
Ry = Fy -^ Pfj» + tic. ) 

L'une déteiThiné îa grandeur de la résultante ; les deux 
autres en donnent les clista'nces x et y aux plans des jr et 
des jî-ç, et font'cohriaftre'sa direction; on a • 
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X ni: — — - — ^ ^ . ' ■« y SES I -ft," ' " ■n/<^. '"•*• • • • l-*t> 

~ , 'Si toutes lès' ffirce'6 ëlîâient disposlées dans un même plan^ 
•Iju'on pourrait • prendre pour ^celui des xy^ on aurait 
'z*y:=. , z'/= G»., et par conséquent xr = o ; ainsi la résul- 
^^te serai^ située dans le p^^n des forc^. JQe pbiA 9 o.a 
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aurait seulement les trois équations (Ç) , qui donneraient Fig. 22* 
les valeurs (R) .pour les coordonnées du point d'appli- 
cation. Si les forces étaient parallèles à l'axe des^, la résul- ' 
tante le serait aussi, et serait déterminée par les deux 
premières équations (Ç). 

Sg. Les équa^it^jns (F) étant indépendantes des direc-i' 

tions des forces, il est évident que le point qui a pour 

coordonnées a?, j, ,?, doit rester le même, lorsqu'on fait 

prendre aux forces d'autres directions parallèles , pourvu 

qu'on ne change pas leurs points d'application. Il s'ensuit 

que^dans tout système de forces parallèles, il existe un 

point, indépendant de leur direction commune , par 

lequel passe toiqours la résultante , lorsqu*on fait tourner 

les forces sur leur point 'd'application , sans cesser d'êlrf 

parallèles entre elles ; les valeurs {P) donnent les coqrdqnr 

nées de ce point qui est \a Centra des forces parallèles, O}^ 

observe en outre que ce centre est unique dans le système^ 

et qu'il ne vacie pas lorsqu'on fait varier proportionnellemetrt 

les forces , c.-à-d, en substituant nP^, nP"... à JP, P^...) 

puisque cela revient à nmltiplier les^deux termes de chaque 

fraction par n. 

Lorsque les forces. ^nt disposées dans un même plan ^ 
le centre des forces est dans ce plan , et se^ coordonnées: 
50»t les Violeurs (R). Il serait également facile de voir que 
lorsque les points d'application dps forces sont tous sur une 
droite, le centre des forces est sur cette droite. Nous, 
retrouvons donc par l'analyse les divers théorèmes du, 

n^ 33: 

4o. Soit un système de forces P , JP'', . . . JfK»). paral- 
lèles en équilibre ; l'une (quelconque d'ratre elles , telle 
i^ucP."), devra être égale et directement opposée à la 
résultante ii 4e tpnjfis les autres : chercjbo(ns les équations, 
qui expriment cette condition. Composons en we seul^ 
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Fîg- 22 puissance R toutes les forces du système excepté une PC") f 
la grandeur et les coordonnées a, & et r du point d^appli- 
cation de 12 , sont données par les équations (0) : on a 

jR = P+F'+etc. 

Pjc'+P'a/'+eic. 
« = — , 

. py+py+ etc. 

R' ' 

Pz'+'P'z''+ etc.' 

Mais en désignant par a et â les angles que forment avec 
Vme des z les projections de R sur les plans des xz eijrz , 
on a pour leurs équations 

a;-— a = tang a(r — c), y— 3= tang/3 (r — ^). 

jyiaintenant , pour avoir la résultante totale , il ne s'agi— 
rait plus que de composer en une seule les deux forces 
P» et R. Mais puisqu'il, y a équilibre, il faut qu'elles 
soient égales et dirigées en sens opposés dans la mâme 
droite ; ainsi d'une part on a il = — P") ; et de l'autre , 
les coordonnées x("), ^(") et rC") du point d'application 
de la force P") doivent être situées sur la direction de il , 
et satisfaire aux équations précédentes. Si donc on y subs- 
titue po.ur RjC^b^c^ leurs valeurs j on obtient 

.P ^p^ +etc.= o, * • ' ) 

Px' + P'a;"+etc.=tang*(P^ + i'''-^" + etc.)> d^)- 
Py +Py + etc.=tangi3( Fz' + P'z'' +,etc. )) 

Telles sont les équations d'équilibre des forces parallèles ; 
on a omis ici les termes PC'») , Pv")a;C") , etc. , comme étant 
suffisamment indiqués par la forme même de chaque 
. expression. 
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De la décomposition des jorces. 



4^ • Nous venons dé déterminer la grandenr, la direction et Fig. aa. 
la position de la f^sullante R d'un système donné de force» 
concourantes ou parallèles , et nous avons fait dépendre toute 
notre théorie de ce principe : deux Jorce^gales et directe^ 
ment opposées se détruisent,!! s'agit maintenant de résoudre 
le problème inverse , qui consiste à décomposer au con-* 
traire une force donnée en plusieurs autres. Pour cela' il 
faut supposer que /î est donnée, et qu'il s'agit d'en trouver 
les composantes : il faut donc regarder comme connu , 
dans les équations précédemment obtenues , tout ce qui 
est propre à la résultante, et chercher tout ce qui dépend 
des composantes : or, il est clair que ce problême ren^^ 
ferme plus ou moins d'indétermination. Nous avons déjà 
résolu , n**. Sa , quelques problèmes de ce genre. 

Par exemple , si on veut décomposer une force JR en 
d'autres forces P', P'. , . . agissant sur le même point, 
et. disposées dans le même plan , il faut trouver les gran- 
deurs et les directions de ces dernières à l'aide des équa- 
tions ( £ , 22 ) , c'est-à-dire déterminer P, F'.., «f^ tb"^,y 
par les équations 

F cos a/ + P' cos eJ^ + etc. = JS cos «. 
F sin *' + F^ sin a," + etc. c=: H sin a. 

Or, comme elles ne peuvent faire connaître que deux de 
ces quantités , on voit qu'on jpourra disposer d« toutes « 
excepté de deux d'entre elles. 

Pareillement si on ^^bulait que les composantes fussent 
appliquées au même point, mais disposées dans l'espace , 
en emploierait les équations ( G » n*». 28) , qui ne déter- 
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minent que les sommes X, Y ti Z des composantes dan* 
le sens de chaque axe. L'indétermination est ici*blus grande- 
quoique le nombre des équations soit plus considérable , 
parce que celui des inconnues est augmenté. 

En général , pour décomposer une fopcc donnée JS en 
d'autres, il faut regarder les. composantes comme connues; 
puis poser les éqliations qui serviraient à déterminer leur 
. résultante R ; enfin , disposer arbitrairement de plusieurj^ 
des quantités relatives aux composantes inconnues, de, 
manière qu'il n'en reste qu'un nombre égal à celui de» 
équations» 

6, Des Pressions sur les points et sur les axes fixes, 

42. Pour que la résultante d'un système soit détruite, p^r 
un axe on un point fixe, il faut qu'elle le rencontre: mais il 
est très-important de connaître quelle pression cet axe où ce 
point éprouve; car s'il n'est pas capable 4'une résistance 
indéfinie ,. l'obstacle peut n'être pas suffisant pour détruire 
Faction àes forces. La réaction étant to^ijours égale, et 
contraire à l'action , cette PRESSION est visiblement égale 
êé opposée à In force qui devrait être employée pour 
produire V équilibre dans le iiystéme , sans le setours. d^ 
l'axe ou du point fixe. Si donc on chçrebe- la résultante 
du système , le point fixe où elle est appliquée doit éprou- 
ver un effort de même grandeur et de même direction 
qu'elle. Ainsi la recherche de la pression exercée sur un. 
point Jixe , est réduite à celle de la résultante. 

43. Quand il s'agit d'un corps retenu par un axe, le 
corps ne peut se mouvoir qu'en tournant sur cet axe : nous 
le supposerons fixé en deux de ses points, qu'on apj^elle 7oâ- 
rilbms^ dans des Colliers on Crapaudines^ alors iLest Jbeau- 
fx>np moins intéressant de connaître la pression qu'éprouve 
le point oii la résultante rencontre l'axe^: qu^ Tefifbrt qi^ 
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a iîé»i sut les points d'appui. Soient donc Ef" l'axe fixe ; Fig. a3, 
A, B les deux colliers ; RM la résultante. Pour trouver là 
pression exercée en yi et en jB , il ne s'agit que de décom- 
poser la force R en deux autres P et Ç appliquées en 
ces points. Ce problêiùe a été résolu n**. 3i , par les 
"équations (M)» 

On peut demander alors l'effort qu'éprouvent les appuis 
A et B perpendiculairement à l'axe et dans le sens de cet 
axe. Pour cela il faut décompose^* chacune des forces P et Ç 
en deux autres qui aient ces directions. Soit tf l'angle RMFj 
ou l'inclinaison de la force R sur l'axe, on aii cos 6 pour \ 
l'effort suivant l'axe ; les efforts perpendiculaires sont. . • 
JF^ = Psin^ (>'=Qsin«. 

Pour que les appuis présentent la résistance nécessaire à 
l'équilibre, il faudra donc qu'ils équivalent au moins à 
deux forces égales à P et Q parallèles ; ou à une force 
R cos tf dirigée suivant l'axe, et à des puissances Psiné, 
Q sin il perpendiculaires à l'axe. (Voyez n°. m.), 
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CHAPITRE II. 

De la pesanteur et du centre de gravité. 

I. Propositions générales. 

44* I^'expéRIENCE nous apprend que les corps aban-^ 
donnés à eux-mêmes éprouvent des efforts dirigés vers 
le centre de la terre : cette direction se nomme Verticale ; 
c'est celle que prend dans le vide , un corps qui n'est 
i-etenu par aucun obstacle. On appelle Plan horisontal 



/ ■ 



46 , STATIQUE. . x 

celui qui est perpendieulaire à la verticale. Non-seule'^ 
ment tous les corps sont soumis à cette action , mais l<*urs 
parties les plus intimes y sont séparément sujettes : ainsi 
les portions quelconques d'un corps divisé tombent iso- 
lément, si aucun effort ne les arrête ; on priùve même que 
chacune de ces parties doit arriver à la surface de la terre dans 
le même tems qu'emploierait le corps entier. Si les choses 
nous paraissent se passer différemment , cela tient à la 
résistance de l'air : sous le récipient de la machine pneu- 
matique , l'or et la pluipe la plus légère mettent le même 
tems à descendre. ( Voyez la Physique de Htàiy et de 
Fischer), 

45. Cette tendance universelle n'est pas essentielle aux 
cerps ; c'est un effort réel dont la matière , par elle-même , 
est incapable ; ainsi il est dû à une puissance extérieure à 
laquelle on a donné le nom de GRAVITÉ ou PESANTEUR, 
La pesanteur est donc une force dont l'action s'exerce 
continuellement et séparément sur toutes les molécules 
de la matière : cette action n'est point comme celle des 
attractions chimiques , dont l'intensité varie pour les 
diverses substances ; celle de la pesanteur esl la même sur 
toutes les molécules , et quelle ^ue soit la nature des corps 
sur lesquels elle agit : c'est du moins ce que l'expérience 
confirme , ainsi qu'on le voit par l'expérience du pendule 
dont la durée des oscillations dans la vide ne dépend nul- 
lement de la substance dont il est composé. 

On donne le nom de POIDS à la résultante de toutes 
les actions de la gravité sur les diverses molécules d'un 
corps. On ne doit pas confondre la pesanteur avec le 
poids , puisque /<i pesahteur est la force qui imprime des 
impulsions égales aux dù^erses particules des corps , tandis 

* 

que le poids est la résultante de toutes ces impulsions, 

46. On appelle masse ^'un torps la quantité absolue d« 
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matière dont il est composé : et il faut bien distinguer la 
niasse d'un corps de son volume , c'est-à-dire de l'espace 
géométrique ren^fermé par sa surface ; car l'expérience 
nous a appris que tous les corps sont criblés d'une infinité 
de trous , qu'on nomme pores; ils ont donc des quantités 
de matière bien différentes sous des volumes égaux ; c'est 
ce qui fait que les corps de même volume n'ont pas le 
même poids , quoique tous soient sollicités par la même 
force. Comme la gravité n'exerce son action que sur la 
partie matérielle des corps , et qu'elle a la même intensité 
pour tous 9 il s'ensuit que le poids est proportionnel à la 
masse : d'où l'on voit que le poids dépend de la masse des 
corps I tandis que la pesanteur en est indépendante. 

47. On a nommé densité le rapport de la masse au 
volume; de sorte «qu'on dit qu'une substance est plus 
dense qu'une autre , lorsqu'elle a plus de masse sous un 
volume égal. Si on avait une substance qui n'eût point 
de pores, sa densité serait la plus grande possible , et en 
lui comparant la densité des autres corps, on aurait la 
quantité de matière qu'ils renferment ; ïnais ne connais- 
sant point de substances privées de pores l nous ne poti— 
vous avoir que les densités relatives des corps, c'est-à-dire 
le rapport de leur densité à 'telle 'd'une substance donnée : 

M* 

de sorte que dans l'équation D = -=^ , où D est la 

densité , M la masse , et F" le volume d'un corps , les* 
quantités!) 9 Met F" expriment les rapports à des unités 
de leur espèce. ^ 

Sidy m eii^ désignent la densité , la masse et le vo- 
lume d'un autre corps , on aura aussi d = — J on déduit de 
là que 

I*. Les masses de deux corps d'égale densité sont en 
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raison directe de leurs volumes ; car dssz D donne« . ; 4 

M m 

jpr — ^ 

a!*. Les masses étant égales, les densités des substances 
( sont en raison inverse des volumes , car 771 = M donne 
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3°. Les densités de deux corps de volumes égaux sont 
en raison directe de leurs masses ; car V zrz ^ donne 

DM 

d m * 

On observera qu'on peut substituer les poids aux mas^ 
ses, à cause de la proportionnalité; et comme la densité 
est la même pour tous les corps homogènes^ c'est-à-dire de 
même nature , on peut substituer aussi les volumes des 
corps à leurs masses , quand ils sont hdmogènes. 

48. Lorsque les corps obéissent à l'action de la gravité , 
les verticales décrites par leurs molécules se joignent au 
centre de la terre : ainsi ces verticales ne sont pas des 
lignes parallèles. Mais comme de tous les corps qui sont 
à notre disposition , il n'ei^ est aucun dont le volume soit 
assez considérable pour que ses dimensions soient compa- 
rables au rayon de la terre , les actions de la pesanteur 
peuvent être considérées comme celles de forces paral- 
lèles appliquées aux diverses molécules des corps. Tout 
'ce qui a été dit y n***. 33 et39, pag. 33 et 4i? a donc lieu ici : 
reprenons les résultats déjà obtenus , et appliquons-les 
à la gravité. 

I®. Quand il s'agit de la pesanteur, le centre des forces 
se nomme Centre de gravité on d'inertie ; ce centre est 
donc (33 et Sg) le point par lequel passe la résultante de 
tous les ejforts verticaux^ exerds sur chaque molécule par 
V action de la pesanteur , quelle que soit la position du 
corps : cette résultante est para^llèle aux forces , c'est-à- 



CENTRES ÔÉ GRWITÉ. ^ij 

dire verticale-, et sa grandeur estcie qui constitue te poids 
du corps. Elle est égale à l'effort qu'il faut employer pour 
le soutenir. 

2^. Quelle que Soit la portion qu'on donne au corps y 
cette résultante passera téujourà par le. centre de gravité ; 
puisque faire varier la situa tioii du corps équivaut à chan-- 
gerla direction desj^puûsancés, s^ns<hànger leurs grandeurs 
et leur parallélisme), 

3*. Un corps pesant est en équilibre , si son centre de 
^l'avîtë est soutenu ^ quelle que feoît d'ailleurs la situation 
du corp* relativement à cet appui; 

^^: Lùt^qâ'^on vent trouver le cèAt^e dé gt'avité d'uit 
système de corps, on peut supposer la masse de chacuil 
d'tfttk Concentrée ed son centre de gravité j puisque le poids 
^ «haque corps est une force ^ proportionnelle à la masse 
et qui passe |>ar et centre : par là^ .on a'aura plus à consi'^ 
dérer qu'un système de points pesans. 

5®. Pour trouver hrëéèni^Uedrent le centre dé gravité 
d'un corps, il 'suffit délé suspértdrfesùtftésSîvëmètîtdans deux 
positions d'équilibre , à l'aide ie ' Sis verticaux Appliqués 
tour-à-tour en deux points. différens de ce corps j l'inter- 
section de ces deux fils sera le centre cherché. 

49. Nous avons vu que les valeurs ( i'page 3f)) déter- 
minent la position du centre des forces parallèles, en 
doHiiant les li^oife cbdrâonnëes de ce foint. Faisons^îèur 
prettdre la foi'tttc convetiàtble potf^ qu^elles dorttiënt ceîléfe 
du Cetitrc de gfavité. Les forcés P' j P' . : ; . Hc. sont ici 
les actions qrté fa pesanteur eketce sur chât}ué tttôléctile , 
actîoiis prop/orildhii elles ûixx tnasses sur lesquelles elles 
agissent, diaprés ct^/ijû'èn à Vu (46;. Sdient m'.mff... 
les fnasses dés ftiolëCTtrtes sollichëés pap ja pesatllbur ; 
a;', y et z' lès trois cooi-dôrlnéés de m' J x^,y^ z^ celles de 
?»//,étc. ôft ^PéiL^tn\ f^t±.§fhfi^ etc. Les valeîvs {fi) 

4 
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donnent donc pour les coordonnées X, YttZ du centre 
de gravité 

m' x' -f- ^^' ^' + ^^^' 



771^ + m^' -f- etc. 
[m 

m' z' + m''' zf' + etc 



>n' -4-m'^ 4- etc. ' ^ 



Z = 



m' -|- m" + etc. 



Ces résultats sont indépendans de la force avec laquelle 
la gravité exerce son action. C^est cette raison qui a engagé 
Euler à préférer la nom. de X^entre d'inertie à celui da 
centre de gravité. 

Il arrive quelquefois qu'on prend dans un système 
\t\ centre de gravité pour origine des coordonnées ; alors 
on a Xz=z Of jKt=:o ^ Zz^ e; on conclut de la que 



mf X* -f- m^' <a^".+ etc. = o 
m' y + m!' y" -+- etc 
m\z* +m" z" -^^ etc 



. = 01 

. = > . . . . (i?o. 

. ±= o^ 



Si le centre de gravité était dans le .plan yz , la première ' 
de ces équations aurait seule lieu; s'il était dans l'axe àttz, 
on aurait à-la-foîs les deux premières. 

5o. Les équations {A!^ servent à faire connaître les trois 
coordonnées du centre de gravité d'un système de points , 
ou d'un corps continu, et par conséquent la distance de ce 
centre aux plans respectifs desyjs, des xz et des xy. On 
peut remarquer que ces équations sont conformes au théo-' 
rême des momens (38); car la première, par exemple, 
équivaut à [m' -|- m"-|- etc. ) x X=w»'a;'-f"'""^"+ e*<^- 
Or, ( m'4- ''ï" •+• etc. ) X X est le moment par rapport au 
plan yz , du corps entier coQisidéré comme concentré en 
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Son centre de gravite; mfx* ^ ifn"x*' ^ etc. sont les momens, 
des molécules par rapport au même plan. * 

■ Si le système est homogène , on peut remplacer les 
xûaiS&^^ par leurs volumes , puisqu'elles leur sont propor- 
tionnelles (47)» ^* ^^ ^^^ composé de molécules réunies 
dans un même plan , il suffira de prendre les momens 
par rapport à des axes tracés dans ce plan. 

a. Du. Centre de gravité du périmètre des figures 

rectilignes, 

Si, Le centre de gravité d*une ligne droite est situé en 
'son milieu ; car il n'y a pas de raison pour qu'il soit plutôt 
d'un côté de ce point que de l'autre. ^ 

Su. Trousser le centre de gravité du contour d'un poly-^ 
gone rectiligne quelconque. 

L'action de la gravité sur le polygone BCEFA se ré- 
duit à autant de forces partielles qu'il y a de côtés , ap- Fig. 34^ 
pliquées aux milieux G', G^^ G^\. . .de ces côtés, et pro- 
portionnelles. à leurs longueurs (4S, 4^.) : ce qui revient à 
supposer le poids de chacun des côtés du polygone con- 
centré en son centre de gravité. Cherchons la résultante 
de ces poids , soit par le principe de la composition des 
forces (3i), soit par celui des momens (5o). 

i**. Si on se sert de la théorie de la composition des 
forces , on trouvera le centre I de gravité des deux droites 
AB el BC'^ en coupant la droite G^G'f en parties qui leur 
soient réciproques , à l'aide des équations (M,n*^. 32), dans 
lesquelles on fera P et Q égaux à AB et BC On aura de 
la même manière le centre de gravité H du système des 
trois côtés, AB, BC, CE, en supposant qu'il y a en 
/ et G"', des forces parallèles et respectivement propor-^ 
tionnelles à BC-^ AB et CE \ ainsi dç' suite. 
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Fig. -24. a*. Si on Veut eihployer le prîttcipè d&s ihoihtni , oiî 
mènera dans le plan dtf poljrgoriè deux axe* quèlcorrquei 
Axyjty perpéndrculaîres entre eux: dh désignera* par 
ô;', y ; jfc'% y"; etc. les distances dés cehtrëi de gtaVkë d^ 
chacun des côtés àr tes deu* axes, et j[#ar c'^c^'i.i* les 
ÎOngueurà respectives de cfes côtés ; c'èst-^i dStt ^li'dn fera 

La position de la résultante , par rapport à chacun des 
deui axes ^ sera détehnînée par lés équations (A^^ 49) 

c'ar' 4- c"a:"+ etc* c'y -f- c*y^ -f- etc. 

c'+c'^+etc. ' c'+£r"+etç. 

Ces valeurs dotinènt le point , qui est le centré de gra- 
• vite derhandé. 

y 

3. Da Centre de gravité des aires planes et rectilignes, ; 

Fk. 25. ^^' ^^^^ ^ ^^ centre de gravité du paralïélogramfné DE; 
prolongeons les ):ôtés AE , DF en ^ et (? de quantités 
égales à ^£ ; nous aurons un second pàralléiôgraitilllé.C^ 
égal au premier : soit H le centre de gravité de CE, Èh 
coupant la figure suivant ÈF^ et appliquant les parties 
l'une sur l'autre , BC sur Ef, BÈ sur ÈA , Cf sur JTl) , 
les centres H et G coïncideront ; ainsi là droite GH doit 
être pài-àllèle h AB ^ et on a HK = GL Mais si on fait 
éprouver à BJF' iiïi donblfe tienVfersetttent , dfe droite à 
gauche, fet debâé en haut ^ J?tohibèra sur jD et Gsiir A ^ 
\es centres H H G devroht encore coïncider , ce quf he 
peut àrrivei- à moins quB BK ne soit :t=J)L'^ o\iAL=iBL\ 
et ^'éri outre bn ait LG c= HK : donc LG ^= G/. Ai=n^î 
fc est le milieu' de JfZ) et G celui de It : d'où il suit 
que le centre de graphe tf'i/H pttrùîléiogrâmnns est situé ' 
au milieu de la figriif qui joint les fniUenx de deux eôtés 
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\ 

Opposés^ ou si on veut , à Vintersection des deux diago- 
nales, 

54. Soit menée dans le triangle CAB la droite CD au Fig. a6. 
milieu du côté AB , et deux parallèles quelconques à 
AB ; ces lignes MN mn seront coupées en leurs milieux 
P et p; enfin tirons Mq Nr parallèles à CD, mç sera 
r= nr. L'aire du trapèze NMmn étant ainsi partagée 
en trois, on peut- remplacer (48, 4***) l'effet de la. pesan- 
teur par trois forces agissant aux centres de gravité res- 
pectifs de& triangles Mmq^ Nnr et du parallélogramme 
NMqr : celui de NMqr est situé sur Pp, Prenons leurs 
momens relativement à l'axe CD et (35) parallèlement à 
AB, Soient pour cela y:=zMP, P l'aire du parallélogramme 
JfcTr, et T celle des triangle^ égaux Mmç et iV«r. Le 
moment de P est nul , et on a pour celui du trapèze,. 
^ (j^ "f" *) — ^ (j' + i8) • donc , en désignant par a et /3 
les distances de Mç et Nr aux centres de gravité des trian-^ 
gles Mçm et Nnr comptées parallèlement à MN , la dis- 
tance de CD à celui du trapèze (Sg) est 

Cela posé , si on rapproche mn de MN de manière * 
à rendre Pp n fois moindre, l'aire du parallélogramme 

P T 

deviendra — - J celles des triangles seront • y ■ parce ' 

qu'elles sont comme les carrés des côtés Mq ^ Nr, En 
remplaçant P et T par ces valeurs, il vient pour l'or- 
donnée du centre de gravite dé ce nouveau trapèze '■ 

■_ T {0,1—0) 

' • - j . ... 

a' et /S' étant ce que deviennent » et ^ pour ces derniers 
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Fig. a6. triangles. Or plus n sera grand, et plus celte ordonnée 
sera petite , parce que a' et ^' convergent sans cesse vers 
zéro , et que y, T et P sont constans ; on peut même 
prendre n assez grand pour que cette ordonnée soit aussi 
petite qu'on voudra. 

D'après cela , si on suppose le centre de gravité du 
triangle ACB hors de CD , en G par exemple , on pourra 
couper cette aire par une série de parallèles assez voisines 
pour que les centres particuliers des trapèzes ainsi formés ^ 
tombent sur une même ligne droite située en dessous 
de G , qui ne peut par conséquent être le centre de leur 
systênLc. Donc i*. le centre de grantè d'un triangle est 
situé sur la ligne menée cfun des sommets au milieu du côté 

Fig. 3o. opposé ; aP, celui d*un trapèze ABFE est sur la ligne' LD 
^ui joint les milieux des deux côtés parallèles (*). 

Fig. 27. 55. Le centre de gravité du triangle ABC étant à-Ia- 
fois sur les droites CD , AE menées des sommets A et C 
^ aux milieux des côtés opposés , ce centre est à leur inter- 
section G : ce qui en fait connaître la. position à l'aide 

Fig. 28. (*) Notre proposition n'est qu^an cas pavtictdier de cette autre : 
le ce. tire dé grai*ité de taire de toute figure AMCB qui a un 
diamètre CD , est situé sur cette droite : cela se démontre à^vme 
manière semblable à celle qui vient d^être employée. On sait d'ail- 
leurs qu'on entend par diamètre une ligne qui coupe en deux par- 
ties égales toutes les cordes parallèles à AB. ( Voyez mon Cours 
de Mathématiques , n^. 4^^ )• 

Ce théorème s^énonce aussi de cette manière : toute aire symé'^ 
trique par rapport à un, axe , a son centre de grauité sur cet axe. 
Si Taire a deux diamètres , ce centre est à leur intersection : s'il j 
a un centre défigure , ( Voy* mon Cours de Mathématiques, no. 4^ ) 
il est lui-même le centre de gravité. C'est ce qui arrive pour le 
cercle , l'ellipse , les polygones réguliers, etc. Celui d'un secteur on 
d'un segment de cercle est sur le rayon qui divise Tare en deux 
parties égales, etc. 
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A^unt construction très-simple. Puisque D et £ sont lesFîg'^T' 
milieux de AB et BC^ DE est parallèle à AC et en est la 
moitié ; de plus , les triangles AGC ^ GDE sont ^m- 

CF DE 

blables; d'où -pr-: = -rr-s' Or, DE = ^ CA ; donc. . . • 

' GA CA ^ .' \ 

GE = ^ AG ; c'est-à-dire que si on divise AE en trois 

parties égales , GE sera l'une, et AG contiendra les deux 

autres. Donc le centre de grai^ité de tout triangle est au 

tieh , à partir de la base , de la ligne menée du milieu 

de cette hase au sommet. 

Il est d'ailleurs évident que la ligne menée de B au 
milieu de AC passe par G , puisqu'on prouverait de 
même qu'elle coupe AE au tiers de sa longueur. Le con- 
cours' de ces trois droites en G peut aussi être démon- 
tré par analyse. Voyez mon Cours de Mathématiques ^ 
n^ ^76 , VII. 

56. Soit le trapèze ABTE ; le centre de gravité est sur pig. 3©. 
la ligne LD qui joint les milieux des deux côtés parallèles., 
Tirons la diagonale AF et les «droites AL ^ FDy puis, 
coupons LD en. trois parties égales en S ei G \ les paral- 
lèles 50, GH à AÈ^ donn-ent en et H les centres de 
gravité des triangles AEF^ ABF, Donc celui du trapèze 
est aussi sur OH', il est par conséquent en /.Ce centre 
est déterminé , comme on voit , par une construction 
très-simple. 

On remarque que le point / doit diviser 0/f en par-- 
ties réciproques ^i) aux aires des triangles AEF^ABF^ 
qui sont entre elles comme leurs bases EF=zbj AB===B : 
,, ^ ÔI SI AB B . . SI+IG B + b 

^'''' jh^1g='ef=Y' ^''^'-sr'=-B^^ 

et ôl r= • . en posant LDz=:zm. Si on ajoute LS 
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ou ^ nt aux deux membres , on trouve qqe 

Si ^= o, on a un triangle et XJ=| m : s? B= b , 
on a un parallëlogr^o^n^e et |/is=t ^o?- Ce q^i s>ccord€ 
jiv$c ce q^Vn connaît. 
Fig. 2Q. %• TrQUV£r Ip centre ^ gravité di iVrr 4'^ polygone 
rBCtiUgne çuelwn^e^ 

• On mèncAra de Tun des angles A du polygoqç , dçs, 
^gonaks AC^ AD , qpi le décomposeront en plusieurs 
triangles, dont g.n cherchera séparément les centres de 
gravU^ G\ G^^ G"^i p$ir le procédé précédent. On sup- 
posera le poids de chaqye triangle concentré en ce point 

(43 1 4**')» Ç* ^^ cl^erchera la résultante, soit à l'aide 
du principe de la composition des forces (3i) , soit à l'aide 
de celui des momens (5o). 

1*. Dans le premier cas , on unira G' et G''^ par une 
droite ; on supposera en G^ et G" deux forces parallèles , 
respectivement proportionnelles aux aires des triangks 
ABC , jiCD ; on aura le point d'application de 1* 
résultante à l'aide des équations (Ja,iV/).On aura de même 
le point H d'application de la résultante totale. 

2*. Dans le second cas, oh imitera ce qui a été fait dans 
le paragraphe 5:i. On mènera dans le plan du polygone 
deux axes arbitraires perpendiculaires entre eux ; on sup- 
posera que c' ^ c*f ^ etc. sont les aires des triangles ; et 
que «' , ^'; xH , y'^ 9 e*c. sont les coordonnées de leurs 
centres de gravité G', C. * . . On aura pour les distances 
de ces mêmes axes au centre de gravité du polygone, les 
valeurs du n**. Sa. CeS\ coordoïmécs déterminent le centre 
de gravité cherché. 

58. On voit , d'après ce court exposé , ^(xn pourra 

r 
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trouver le canlre de gravité de la.j^urfàce d'un polyèdre ou 
d^un système queltonqué d^aires planes tenxiinies par des 
droites. Il ne faudra que chercher le centre de gravite d^ 
chacune des parties : le problème sera réduit à trouver 
celui d'un système de points ; ce qu'on peut faire à l'aide 
àe. la théorie de la coni|K>sitiûn des forcée ou 4u principe 
des ii{iomens. 

4^ Du Centra de gravieé dea polyèdres, 

59. Soit un parallélipipède AG ; prolongeons ïes arê-^ Fig. 3i^ 
tes AB ^ DC , EF^'GH de quantités égales à ÀB , nous 
formerons un second parallélipipède Bg égal au premier* 
Or, coupant la figure suivant le plan BG , et appliquant / 

les deux parties l'une sur l'autre, la fsice BG tombera sur 
j4H^ et bg sur BG ; les centres de gravité I et G coYrxcide- 
Font : ain^i la ligne IG est paFallèle>$i j4B^ et àl^^IG ;^d^ h 
et / sont les points où la droite IG rencontre Us fcices deç 
parallélipipèdes jiG , Bg. Mais $i on fait éprouver à celui-- 
ci un renversement , et qu'o^ applique la face hg. sur 
AH ^ g sur Atib sur Jî, les corps coïncideront, oncore » 
ainsi que leurs centres de gravité i donc l tombera gjur d r 
puis lGT=:dI ; ainsi hl=:zdl. On voit donc que i est ' 
le ihilieu de dhy et même que / ne peut tomber eadf, à 
i;noins que d et Z ne soient à Vinterse^tîoa des diagonales 
des parallélogrammes AH et kg. 

Concluons de là que le centre de gravité d'un p^raUéli-^ 
pipède est situé au milieu de la ligne qui joint les eevtre^ 
^e graine de deux /aces, opposées , ou si on veut, à Vin-^ 
tersection des trois diagonal^ de ce corps. 

Go. Etant donné ie prisme trian;(;ulaire AFE ^ par le Fig. Sa- 
n>ilieu Q de l'arête AD =: zh , menons un plan parallèle 
à la hase , nous^ foxnlerons deux prismes- égaux AX-tt QF , 
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Tig. 32. que nous ferons = P= -i AFE, Soient i et V leurs centres 

. de gravité ; comme ils doivent se confondre lorsqu'on fait 

coïncider les prismes , la ligne i V est parallèle à y^O et on 

ai VK r=: Hi ^ G ^ H et K étant les points de rencontre de la 

ligne ii^ avec les bases de ces corps. 

' Concevons en ces centres des forces égales «lux poids des 
prismes, ou plutôt = P, et prenant leç momens par rapport 
au plan QLX et parallèlement à jiD , P x îH — Px i'H 
est le moment du pTfsme' AF , ou aP x IH , / étant le 
centre de gravité du corps y^P: d'oii iH — i^Hr^zIH, Or, 
ï'/f == HK ^ i'K — h — iH-, donc iH z== \ A + /^ : 
ce qui prouve que si le centre de gravité du prisme AF 
n'était pas. situé dans le plan QLX ^ celui de AX serait 
' élevé précisément de la même quantité au-dessus du plan 
qu'on imaginerait mené à égale distance de ses deux 
^ bases. 

En raisonnant pour le pristae^X, comme on l'a fait pour 
AF ^ et continuant de )a sorte jusqu'à ce qu'ofi arrive à 
un prisme dont la hauteur soit moindre que 2lH^ ce corps 
aurait donc son centre de gravité hors de ..son volume , ce 
qui est visiblement absurde. Donc celui de AX est situé 
dans le plan QLX , tel qu'en H. 

Fig. 53. Il nous reste à déterminer là situation de ce point dans 
le plan QLX, Pour cela y faisons dans la base ABC les 
mêmes constructions que dans la fig. 26 ; c'est-à-dire, 
menons AS par le milieu de .^C, et les parallèles MN , 
vm à BC ; Mq , Nr^ AS : enfin , concevons par ces lignes 
ides plani parallèles à AD. Le prisme quadrangulaire MZ 
sera ainsi décomposé en un parallélipipède et deux prismes 
triangulaires, dont les bases sont il/r, M(jm^ Nrn, De 
plus , le plan-^DTIS contient le centre *de gravité du paral- 
' lëlipipède , et si on prend les momens de ces trois corps r^- 
ktivement à ce plâi> et parallèlement à BC, en raisonnant 
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précisément comme au n°. 54 1 on verra qne le centre de Fig. 33* 
gravité des prismes MZ et AE est compris dans ce plan. 
Mais il l'est pareillement dans le plan qui passe paT l'a- , 
réte BE et le milieu de AC : donc le centre de gravité 
d*un prisme triangulaire est au milieu de la ligne qui joint 
les centres de gravité de ses deux hases* 

61. Cette conséquence est générale pour tous les pris- 
mes : car si par l'une des génératrices et toutes les autres 
on imagine des plans , le prisme sera coupé en prismes 
triangulaires. Soit ABCDE la section par un plan mené à 

égale distance des deux bases ; les centres G'G^fG'*' des ^* ^9* 
triangles composans sont ceux des prismes mêmes. Con- 
cevons en ces points des forces égales à leurs poids res- 
pectifs, et composons-les entre elles. Mais ces prismes 
étant comme leurs basée , leurs poids sont comme les 
afrés àes triadgles ; en sorte que le centre de gravité H 
de leur système , ou celui du polygone BD , est le centre 
du prisme proposé. Donc le centre d^ gravité d'im prisme 
quelconque est au milieu de la ligne qui joint les centres de 
gravité des deux bases. 

62. Démontrons que le centre de gravité de la pyramide 
triangulaire ABCD est situé dans le plan ADE , mené par^^' ^^* 
t arête AD et le milieu E de BC. Pour gala , coupons 

cette pyramide par deux plans parallèles à sa base, et soit 

^jBjP le tronc qu'ils comprennent entre eux, et y^G/fjB le ^"^ ^* 

plan dont il s'agit; G et H étant les milieux de CI) et FE, 

§i par les angles C et B de la base supérieure ADC ^ on 

mène les parallèles CK et DI à AB ^ le tronc sera formé 

du prisme triangulaire ADIKO et du corps KCBIEF : 

de plus , si on mène les plans ' C^M , BIL ^ parallèles à 

ABîiG, on aura un second prisme triangulaire CKMLIBj. 

^\. deux pyramides triangulaires CKFM et BILE : de 
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FhS- 34. sort^ qu^ It tronc sera partagé ^p deux pri^ir^es et deuic 
ipyri^jfnldes triangulaires. 

Cek posé , les centrer de gravité des prismes sont dans 
le plan AGHB ; ce plan contiendrait donc celui du tronc, 
< si ceux des deux pyramides y étaient compris. Maïs s^ils n'y 
sont pas , en raisonnant comme au n®. 54 ^ on prouverait 
qu'en quelque lieu qu'on' supposât situé le centre de 
, gravité du fronc y en rapprochant convenablement les 
plans parallèles qui le limitent » il y aurait absurdité ma- 
nifeste. Donc le centre ,ct par conséquent aussi celui de 
Fig» 35. ï^. pyramide ABCD^ est contenu dans le pUn, ABE. 
Pareillement il est dans le plan conduit suivant Tarête 
AB et le milieu de CD ; donc il est sur leur intersection , 
qui n'est autre chose que la ligne AFxfi^néç du sommet A 
au centre de gravité de la base (*). 

On- tire de là cette construction : pour trouver le centra 
de gravité de Ja pyramide triangulaire ABCJ) par le mi- 
lieu M 4e l'arête BC , menez les .droit.es ED ^ EA ^ auic 
angles f) tlA \ prenez sur chacujae le tiers ie sa .lon- 
gueur , ou EF = ^ . JBD , . puis EG c=r J • /4E ; les .droites 
AF et GD devront se couper en un point H , puisqu'elles 



(*) liOrsqùc. des plans piiraUèles coupent un corps suirant des. 
iE^ures -, sfok ont toutes respectivement pour dianètres leurs action* 
par un même plan , on dU ^ue ce corps «et Symfitriq^ par rapport 
à ce dénier fdaiu Tout corps . syméirique relfitiueme^ à un plan 
a son centre de gna^ité dans ce plan. Cette pcopositiou se dé- 
montre d'une )nanière analogue à celle qu'on vient d'employer. Si Je 
corps est symétrique par rapport â deux plans, In centre de gravité 
est sur leur section commune : ainsi celui d'un cylindre y d'un cône , 
de tout corps de révolution est sur son axe. Enfin «i \t corps a 
un .centre de figure , il en est aussi le ccntce de p^yibé : oelui âo 
la sphtac est son centre. 
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^nt àstîi \ë -p]^ AED : de plus chacune dMlf^s devra 
conteniï' te centre de grayilë cherché , qui sera par consé- 
quent eti H. 

Menons G/"; cette droite séfa parallèle à u^H" , et sa 
long^ueiii* serjà le Mers de jéD ^ car eUe cx>upe ED et EA 
aux tiers de leurs longueurs* respectives ; et cofinne les 
triangles GHF et AHD sdnl semblabUs , on a , 
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-—-- = -p— ; donc HF = ^ Ati , et si on divisé AF 
ri F (rF ' * 

en qtiatre parties .égalea, ,HF sera Tune d'elles , et AH 

coiuiendra les trois autres. Ainki le t^ntre de g^twité. de la 

fyyramide triangulaire est situé sur la ligne menée 4e celui 

de sa base au sommet et au quart de la longueur de cetti^ 

ligne À partir de la base. \ , ; : . 

La construction que nous yenpps de faire sur. Iç milieu 

E de BCf peut être appliquée à toute autre arête \BD, et ori 

obtiendrait le même jpoint^-ff. Cela résulte ^e x^L-^gue-Ja 

ligne qu'on mènerait du centre de gravité de la face ABD 

h l'angle trièdre opposé Cj devjrait aussi couper GD et 

AF aux trois quarts , à partir des points DeiA, 

63. Nous pouvons déterminer maintenant le centre de pj-, ^; 

gravité d'une pyramide quelconque : car si on la coupe , 

par un plan parallèle à sa base , et qui en . soit 

éloigné du quart de la hauteur , la section sera'un polygone 

ABCDË ; menant de l^un dès angles les diagonales \AC , 

AD , et conduisant par ces lignes ef te sommet des plains * 

le corps sera partagé en pyramides triangulaires ^ 3ônt lés 

centres de gravité respectifs seront ceux* (G'G^'6"M 

dès triangles ABC ^ ACD^,ADË1 Or ,' qu'on imaginé 

les poids de ces pyramides réuni? eh ces centres, coknméeiles 

sont pt»oportîonnelles à leurs bases , p\i plutôt aux âirès de 

ces triangles ; on voit que le centre de gravite fi du, pbTy- 

gokie ABCDË sera celui de la pyramide proposée. l)e 
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Fig. So. plus , la ligne menée de, ce centre H au sommet, pajae 
visiblement par celui de la base : donc le centre de gravité 
de toute pyramide est au quart , à partir de la base , de la 
ligne. m0iée du sommet au centre de gravité de cette hase» 

64* D'après cela , on peut trouver, soit à l'aide de la 
composition des forces , soit par le principe des momens , 
le centre de gravité d'un corps terminé par>des'faces planes , 
puisqu'on peut toujours le concevoir décomposé en pyra- 
mides ou en prismes , dont oi;i saura trouver en particulier 
le centre de gravité; ainsi on n'aura plus à* considérer 
qu'un système de points (49)* 

Ces diverses propositions sont , dans la pratique , appli- 
cables' àut surfaces courbes, parce qu'on peut les regarder 
sans erreur sensible , comme composées de jplans juxtà— 
posés ^ c'ést-i-dire comme des polyèdres. 
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CHAPITRE III. 



Des machines. 

65. On appelle Machines des corps retenus par des 
obstacles, tels que des points ou des axes fixes, et à' l'aide 
desquels les forces agissent les unes contre les autres. 
L'industrie et le besoin ont produit de concert ces inven- 
lions n\écàniques; on distingue les machines en simples et en 
composées. IL n'y a que trois. ma chines simples , les Cordes^ 
le Plan incliné et le Levier : il ne s'agit, pour former des 
machiues composées, que de. réunir en un même système 
plusieurs machines simples en les faisant communiquer 
entre elles. Le but essentiel d'une machine est de changer 
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la grandeur et la direction des forces , de, sorte que tout 
ce qu^on doit dire des machines n'est qu'une suite d'ap- 
plications très-sknples des propositions démontrées précé- 
demment. 

Nous allons traiter séparément de chaque machine sim- 
ple, et des machines composées les plus ordinaires , en 
faisant d'abord abstraction des obstacles qui proviennent de 
la nature des matières qu'on emploie et de leur construc-» 
lion , tels que le frottement , la roideur des cordes , etc. 9 ' 
nous réservant d'y avoir égard par la suite. 

I. Des Cordes, 

! 

66. Les CORDES sont assez connues pour que nous nouA 
dispensions de nous étendre sur leur usage ': dans ce que 
nous allons dire , nous les considérerons comme parfaite- 
ment flexibles , sans pesanteur , et réduites a leur axe , à 
moins que nous n'avertissions expressément du contraire. 
Dans cet état , on voit que pour qu'une force transmette son 
mction à Vaide d'un cordon , elle doit nécessairement le tirer 
et le tendre : ainsi , à cette circonstance près , les cordes 
ne se comportant dans un système que comme le feraient 
des verges rigides. On nomme aussi les cordes des Machi^ 
nés Funiculaires. 

Nous appellerons Tension d'un cordon la force qui agit 
à l'une de ses extrémité* quand l'autre est fixe : lorsqu'on 
a deux puissances égales et opposées , appliquées à un cor- 
don , l'équilibre a lieu ; on peut alors' regarder l'une ; de^ 
extrémités comme fixe ; la tension est l'une des forces qui 
agissent sur ce cordon. Mais si l'équilibre n'a pas lieu , 
ce qui arrive lorsque les deux puissances soàt inégales , la 
tension est la plus petite des dçux forces : qir l'e0et de la 
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plus grande est d'anésntir la plus petite , et de Tentraiaet 
dans le sens de sa propre direction comme le ferait une 
force égale à Texcès de Tune sur l'autre : or cette dernière 
partie de Peffet ne peut contribuer à la tension , qui sera la 
même que s'il n'y avait ^ue I9 plus petite d^s deux forces 
>qui agît. 

Fig. (5. 6^. Soient trois forces P^ Ç et 5 ^ sollicitant ttn point 
matériel A^ à l'aide de trpis tdrdes AD^ AH et AK^ unies 
par tin nœud 'en A : comme on peut remplacé!* ces cordes 
par des verges rigides, il 'fest visible qu'il n'y aura équi- 
libre entre les forces P, Ç, 5", qu'autant que la propo- 
sition ( 18 , I ) aura li.eu; Je.théorême du parallélogramme 
àes forces ^ et toutes les vérités qui s'y rapportent reçoi- 
vent i'çi leur application immédiate. En général , quel- 
que nombre de forces qu'on considère agissant à l'aide 
de cordons sur un point matériel, les conditions de l'é- 
duilibre., ou la résultante, seront .données , savoir : par 
les relation^ des n°\ 2^ et ^3 , si les forces sont disposées 
dans le même plan, et celles des n"*. 2.H 2Q et 3o , si 
elles sont dans des plans différens. 

68. Mîiîs' lorsque toutes les puissances ne sortt pas réu- 
tîîes en xi)ni même nœud , alors le cordon qui trammèft 
leur action mutuelle dès unes aux autres , prend la forme 
d'un polygone qu'on appelle Polygone Euniculaire ; por-*- 
tons: notre attention sur ce système remarquable , et sup- 
posons d'abord que toutes Jes forces soient dans tm même 
plan. . 

Fig. 36. Aimî soit P'M'ilf^itf"'* U. < . le^poiyÇdrtè en question, 
et P', P", Pw...-;. des ptiisssJnèes faisant air^c, une 
droite quetcoiîque Jfâî menée dans leur- p4ân ^ deé angles 
a', «'^ . * . • Nommans d% d"^ # . • . les angles qt»ô forment 
\té directioUi des ciwrdottô avec cette ^tau droite : et 
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/', t'ff. . . . les tensions respectives des cordons P'M', Fig. 36. 
JHTM"//, M//M''' 

. . Cela posé, puisque l'action des forces P^P^'' 

se transmet suivant le cordon M' M'* qu elles tirent avec 
TefFort t'* ; il est clair que le nœud AT devra encore 
être retenu en équilibre par les forces P' et P^, en sup- 
primant toutes les autres , pourvu qu'on introduise en 
leur place une force t^f qui tire le cordon M^M'^. Il faut 
donc que P', P^ et /'' soient en équilibre: ainsi on 
aura , d'après les équations du n°. slZ , pour l'équilibre 
du nœud 

( P' cos *' + Pff cos *" + fff côs af = o, 



{ P'c< 
l P'si 



sin «' + P* sin «"-(-*" sin a* = o. 

Observons d'ailleurs qu'on devra faire précéder ces divers 
termes du signe indiqué par le sens suivant lequel chaque 
composante agit (24)- Nous les regardons ici comme po«- 
sîlives , lors même qu'elles sont connues ; car pour trou- 
ver des équations générales et propres à être appliquées 
à tous les cas, il ne faut rien exprimer qui tende à at- 
tribuer aux forces données des directions déterminées , 
et se réserver, pour chaque cas particulier, de fixer 
leurs positions d'après les signes des sii^is et cosinus , 
ainsi qu'on l'a déjà expliqué (z^). Quant aux composantes 
inconnues^ on doit regarder ces équations comme destinées 
à les déterminer d'après la connaissance des autres quan- 
tités ; si donc une force est inconnue ( ainsi que cela 
arrive ordinairement pour t^ et a" ) on doit encore en 
laisser les composantes positives , et le calcul même don- 
nera, par les signes dont elles seront affectées, le sens 
suiv2çt lequel elles agissent. 

Pareillement on peut supprimer les forces P' et P^, 
ppurvu qu'on introduise une force t'f qui tire le cordon 

' 5 
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, itf "3/' de JbT" vers M' ; elle est égale et opposée li îâ 
précédente. Les puissances P'^, P^. . . . seront de même 
remplacées par la force /'" agissant selon JI/"M'"é Donc 
au point itf" Téquilibre a lieu entre les forces /", i*" 
et /"', ce qui conduit à deux'équations analogues aux pré^ 
cëdentes : seulement on doit observer que la force t^ 
étant égale et opposée à celle qu'on a déjà employée;, 

^ quelque signe que les composantes de /" aierit dû rece- 
voir , elles doivent en avoir ici de contraires; regardons- 
les donc comme négatives. Ainsi, nous avons pour le nœud 

t — fit cos a'f 4. F" cos oJ" 4- t"f cos ô'" == o', 

* '- * * \ — /// sîn o" + F" sîn a'" + ^'* sin <= o. 



A/'".. . . I 



On aurait de même pour l'équilibre du nœud 

— f'" cos fl''' + P>^costt''-j- />'cosa»^ = o, 
t"' sin a'" + P»^ Mn «*' + ^'^ sin «'^ = o, 

et ainsi des autres. Toutes ces conditions sont nécessaires 
et svjjfisanfes pour V équilibre. Si n est le nombre des cor«- 
dons ou côtés du polygone , n -^ i sera celui des nœuds, 
et 2(yi—i) celui des équations; ainsi , on peut résoudœ 
-tout problème sur le polygone funiculaire, pourvu que, 
rëhfermant :z ( n *— I •) inconnues, il ne s'ensuive pas de 
contradiction entre les équations, ce que le calcul ap- 
prendra ; et que de plus P% P** agissent en ti- 
rant (66). 11 y a « -f* I puissances P', P^' autant 

d'angles af , a^.%,,, , les tensions des cordons sont au 
nombre de n — ii en n'y compren3nt pas celles des cor- 
dons extrêmes qui scHit déjà comptées ( elles sont P' 
et PC""*"».) ; il y a aussi n — 2. angles a", a'", ... : ainsi 
puisque nos équations comprennent 4'*-*" s quanti té&c, 
a n — a seront inconnues et 2/1 données. 

69. Le problème leplus ordinaire est celui où, donnant 
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toutes les forces 9 on demande si. elles sont en équilibre , Fig.. 36L 

quelle est la figure polygone funiculaire, et quelles sont 

les tensions des cordons. On voit d'abord que les don- 

•ïiées sont P, i*S« • • • *% «"...• ^ dont le noifibre est 

.2 /i -f* 2 ^ ainsi on donne deux quantités de trop .' on 

'devra donc être conduit à deux équations de condition 

♦pour que l'équilibre ait lieu. Prenant la première équa«- s 

lion de chaque groupe, ajoutons-les entre elles , 2 , 3, • • ; 

-ensemble, et faisons-^en autant pour les secondeT,^ ntdlis 

aurons: 

* ■ 
iP cos «' + JP' cos et" + t'^ cos a" ==6. 

\p sin a/ + P' sin «" + t^'' ûn,q'/ ==.0. ." '• . " . 

iP cos a' 4- jP" cos «// + P" cos a'" 4* ./'" CO&r^rW'ir^'jo 

IF sin tt' 4- F' sin «'' + P" sin «''^ + ^"» isîh îi"^ =* 

-JPc0S«'+P^COS*'(+P''C0S#'''+P'(JOS«'^+lf»^C0S««^=:O 

«Psin a'+P^sina^-f.P''sin>+P'^sîn *'^4.^»^ sina«*=^b 

et ainsi des autres. „ . ., , v 

.Il est clair que ces. jé$ulta|S':Ç9i^dui6ént ti>us à djÈ^s ^qH9^ 

tions de. la fçrme ^ cosa=:3-r-^Xf^.$in>aQ;= — Y, ^'JLtt'X 

étant des quantités connues, qui; représentent la ^omaç^ 

;4es composantes des forces dbnnoe^dli^ l^^ens des.aXes.Ën 

quarrant et ajoutai^^,(i[^omme au n^^^)^.Qn.a f^=X*4^r'j 

«de plus , ctt&ivîsant, on'trouVë^isffig rfk= --p- : ainsi on 
et les direçti.Qn% des. cordons : leurs loneueiucs sont d'alL- 

# I . il J..«' l'y.», l'.îî » t.. . **' . i 

leurs ^ï;\>i tra ires. ^ Le ; premier" ft ^le dçrnier cordon ifi 
polygone, so^t tendfus. jar Ips deuj»;^ fpi;cçs\e3^trêm^, ^ 
.pourra dflyc construire, le polygonp.fc^^^^^^ Ei^^nç,' eifi 

ajoutant toutes^ les équations ^.dan&^ Vp^çlfÇ çi-dessi^& cjçj 
jygné , oçu,pb tient _ . ^,;^,. . . ,,,^ , 
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Kg. 36» iPcO9«'+jPcos«^+€te.+P(»+0co«fl6("+»)=o, 



/ • • • -W 



P' sin«'+l^sîn«^+ctc.+JP("+ 

Ce sont les deux équations de condition dont nous avoni 
parlé ; et Téquilibre ne peut avoir lieu si elles ne sont 
satisfaites. On voit, en les comparant avec les valeurs 
;X= o, JssOy du n^, ^3, que pourvue tant de forces çu'on 
^udra soient en équilibre autour d'un polygone Junicu^ 
laire f il fout que si on transporte ces puissances parallè^ 
lement à leprs directions pour les appliquer en un même 
point ^ elles soient en équilibre. Ainsi f;deux des quantités 
P' y P". . ..,.*', u^l. . . . doivent être inconnues; nos 
équations de condition serviront à les déterminer par le 
Bdtéme procédé que t^ et a^. Oh pourra , par exemple , se 
proposer dé trouver la dernière puissance et sa direction. 

Mais on ne doit pas oublier que.réqttilibre n'est la cOn>» 
séquence de ces deux équations (a), qu* autant que h 
polygone est de forme inconnue; et qu'on doHt dans tous 
les cas satisfaire à a. {n — i ) CONDITIONS , pour que les 
forces s'entre^truisent ; ces conditions sont exprimées par 
les équations qtre nous venons de irouver , et elfes sei^ •» 
vent à déterminer les' inconnues du problème : par exem- 
ple, la figure du polygone, lorsqu'on connaît -sealetncnl 
les forces en graniïàiir- et Vii direction. " 

lia tension,/^ du cordofi M'MHf devant faire éqoilibrt 
^XÈX forces P% P^, est égale à leur résultante ; la forco 
qui agit sur le point W^ est donc b même qiie si deai 
forces P'j pff ^ étoient appliquées parallèlement à leurs 
directions , M ce point est sollicité par lés qtiaire forces 
'P', PO^ P" et /"' : ôr on ferait voir de même que i¥ 
équivaut aux autres puissances P'^, P% etc. Ainsi chaque 
angle 'du polygone "est dans le même état que si toutes 
les forces y étaient appliquées parallèUm^n^ à leurs 
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directions. II faift d'ailleurs observer qa« tout ee qui wnt 
d^l^tre dît ne suppose p^i essei|tiftllemeiit que chiijue aiigh 
du polygone n'est, sollicité que par une seule force« A 
donc on veut itaUir Viquilibre dans un pofygone Jimicu^ 
laire , il suffit de déterminer une force de manière ^'elh 
satisfasse aux deux é<jfuations de condition ^ H delà pla^ 
cer en Vun quelconque des points du cordon^ 

70. Toutes les conséquences que nous venons do éêm 
duire ne ^sont pas particulières au polygone funiculaire 
plan : on y parviendrait de même en imitant ce qni a 
été dit ci-dessus 9 et décomposant les forces parallèlemeqt 
à trois axes. Nous ne nous arrélierons point à cette théorie^ 
assez facile pour «que chacun puisse parvenir aisément au 
résultat ; de plus , on pourra en conclure que les pro^ 
jections du système sur chaque plan coordonné forment des 
polygones funiculaires en équilibre, 

71. Soit un cordon P^M'M". . ^.. dont l'une des^ig* » 
^extrémités B est retenue par un point fixe ; l'autre 
extrémité P\ ainsi que plusieurs points M'j W. • • • t 

de ce cordon , sont sollicités par des forces quelconques 
pif^ pni^ ^ ^ ^ données en grandeur et en direction ; il suit 
de ce qui vient d'être dit , que l'équilibre s'établira et que 1« 
polygone funiculaire prendra une figure P*M^M^L . . . , 
qu'on tonstruira facilement. Car l'effort exercé sur le 
point fixe B est la tension PC"+') du cordon retenu par 
ce point ; on peut par conséquent remplacer le point 
fixe , dont on suppose d'ailleurs la résistance suffisante, 
par une force P^'^'^O qui sera facile à déterminer, puifr-> 
que , étant donnée par les deux équations ( a ) , elle 
Itera exprimée en grandeur et en direction par la résultante 
de toutes les forces, supposées transportées parallèlement 
et appliquées en un même point, qu'on peut prendrf 
pour le point fixe. 
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Fig. 36. i. âà' plns'foïte raison si les deux extrémités du cordon 
tfont fixes, J'équilibre ^auiia-d^-il lied ,.et le problême ^ 
ià ccmstructian éa. polygone sera alors indéterminé , à « 
«Qoins toutefois qa^on ne donne en outre quelque condi- 
tion ,. telle qu€ la bngu)eur de la corde , ou toute autre. 
-Si ,. par exemple , les directions des cordons extrêmes sont 
données, alors nos deux équations («) feront connaître, 
-^urs. tensions B' et iK*»^») ou les pressions des points 
fixes. On peut à la place de ces équations employer cette 
xonstruction : on prolongera les cordons ^xt^rêmes jBifeP \ 
iP'-M<, dont la direction est connue , jusqu'en leur point 
. de concours G , auquel on supposera que toutes les forces 
JP'% P'". . . . sont appliquées parallèlement à leurs dircc- 
irons (69); ensuite on cherchera leur résultante, qui, dé- 
composée suivant les directions des cordons extrêmes, fera 

connaître les pressions P' et P("+'*). 
' « ' . » ■ 

72. Il résulte de- ce- qu'on a dit précédemment, qu'on 

Jig. 6. fie peut tendre une corde pesante en ligne droite, si ee 
n'est' verticalement ; car le poids de la corde HAK peut 
^ être assimilé à nne li[)tce appliquée au centre de gra- 
vité A'r: or soit P le poids de ce cordon, et Ç et 5 les 
forces égales destinées k le tendre , on a (18, I) 



rt » 



^-.= 



sin PJS 



P ,.• sin QAS 

Or, plus la corde est tendue , plus l'angle QÀS est grand, 
et -plus aussi PJS approche de l'angle droit ; de sorte 
qfiië pour que' la 'corde «oit tendue horisontalement en 

ligne droite » il faudrait qu'on eût -=- = y ou. . . 

' • * ^' Jr O 

Ç's=s S ±i ûo:, tant que P n'est paï nul. Ainsi quelque 
îpctîte que soit la force P, elle fera plier la corde. C'est 
ce que l'expérience confirme. 
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3* De VEquilibre d*un corps qui ne peut se mouçoîr que 
sur une surface , et en particulier sur un Plan. 

t 

73. Il est évident qu'une force , de direction per- 
pendiculaire à un plan , sollicitant un point matériel , 
est entièrement détruite par la résistance du plan , puis- 
qu'il n'y a pas de raison pour que ce point se meuve 
dans un sens plutôt que dans un autre. Réciproquement , 
» pour qu'une force unique sollicitant un point matériel 
sur un plan le laisse imrnobilc , il faut qu'elle soit de 
direction perpendiculaire à ce plan ; car si cette force était 
dirigée obliquement , on pourrait la décomposer en deux 
autres. Tune dans le sens même du plan, et l'autre de 
direction perpendiculaire au plan ; la première produi- 
sant entièrement son effet , le point obéirait à son action , 
ce qui est contre l'hypal^hèse. 

Donc un corps pesant, abandonné sur un plan , n'y peut 
être en équilibre que lorsque ce plan est horisontal, 
puisque la direction de la gravité est verticale. 

Donc aussi pour qu'un système de forces retienne un 
point matériel en équilibre siir un plan , il est nécessaire 
et il suffit que la résultante de ces forces soit perpendi- 
* culaire à ce plan. Si donc on prend ce plan pour celui 
de oçf^ et si on cherche la résultante de toutes les forces , 
comme il a été dit (29), les équations (/) decette résultante 
devront être réduites di x=zx' et y:=^y' : ainsi il y a 
DEUX CONDITIONS d'équilibre; X=o, F=o. 

74* Comme on. n'a le plus souvent que deux forces 
P' et P", il convient d'exaniiner ce cas particulier : on 
voit d'abord que le plan des forces doit être perpendi- 
culaire au plan donné^ puisque leur résultante doit l'êtrCf 
J)ç. plus , si on décompose chaque force çn deux , l'une 
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dans le sens du plaa , et Fautre qui lui soit perpendi- 
culaire , il faut que les deux composantes dans le sens 
du plan soient opposées et égales. De ces deux dernières 
conditions, la première est satisfaite, puisque le plan des 
force» est perpendiculaire au plan donné : quant à la se— 
Fig. 37. condc, le plan de la figure 37 étant celui des forces, et AB 
son intersection avec le plan donné. Monunons iK et é les 
angles que forment les directions des forces P' et P avec ce 
, plan : les composantes qui lui sont perpendiculaires (18, V ) 
sont f sin 0' et P sin 4 ; on a pour les composantes dans 
le sens du plan P' cos ^' et P cos ^ donc 

P' cos tf ' = P cos é. . . . (h). 

Ainsi il faut DEUX CONDITIONS pour Véquiiibre de 
deux forces ; la première exige que le plan des forces soU 
perpendiculaire au plan donné.; la seconde est renfermée 
dans l'équation (3). 

75. Quant à la pression qu'éprouve le plan , elle est la 
somme des composantes qui lui sont perpendiculaires : 
soit N cette pression, on a 

lV = P'siné' + Psin^ 

P' cos é' 
En mettant pour P sa valeur -— 9 et observant 

^ , cos é 

que sin é cos ê' + cos sin «' = sin ( • + é') » on trouve 
pour la valeur de la pression dans le cas d'équilibre 

COS0 

76. Appliquons cette théorie à la pesanteur. On appelle 
PLAN INCLINÉ celui qui forme avec un plan horisontal 
ua anglç quelconque, et l'inclinaison se mesure par cet 



PLAN INCLINE. 73 

angle : c^est celui que forment entre elles deux . droites 
menées dans chacun de ces plans par un point quelcoii-> 
que de leur ligne d'intersection, et perpendiculairement à 
cette ligne, ^isqu'on suppose que l'équilibre a lieu, 
nos deux conditions sont satisfaites : la première exige 
que le plan des forces soit perpendiculaire au plan in-* 
cliné ; et comme l'une des forces est verticale , leur plan 
l'est lui-même. Donc cette condition se change en celle-ci : 
il Jaut que la force çùi retient un point pesant en équi'» 
libre sur un plan incliné'^ soit située dans le plan qui ^ 
passant par ce paéit^ serait vertical et perpendiculaire 
au plan incliné , c'est-à-dire , serait perpendiculaire au 
plan incliné et au plan horisontaL 

Quant à la seconde condition , comprise dans l'équa- ^^* ^7* 
tion (6) ; .représentons par la figure 87 , le plan des 
forces , dont l'une P' est verticale ; il coupera suivant- 
ÂB et AC\t plan incliné et le plan horisontal. Soit i l'angle 
BAC de ces deux plans ; comme P' est perpendiculaire 
sur AC , on a cos tf^ = sin i , et l'équation (b) devient 

. P' sin I = P cos ^. . • • (<i), 

telles sont nos. deux conditions^ dans le cas de la gra^* 
vite. 

77. Parmi toutes les directions qu'on peut donner à 
la force P, qui retient un point pesant en équilibre sur 
un plan , il çn est deux qui conduisent à des résultats 
remarquables. 

i**. Si P agit horisontàUment , on a 4 = 1 , et l'équa- rîg. 57. 
tion {d) devient P' sin g = P cos u On a donc 

P==P' tangf. . . .(e). 
^^ Si P agit dans le sens même du plan ^ «sso» et 
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Vig, 37. P=z P' sin «....(/) , 

outre la condition que ces équations expriment dans.cba^ 
cun de ces cas , il faut encore que celle que nous avons 
énoncée- d^abbrd soit satisfaite, puisque ces relations tien-* 
nent seulement lieu de Téquation (d), 

78. Si d'un point quelconque B de la ligne j4B , on 
mène la verticale BC ^ elle sera contenue dans le plan 
BAC ^ et ira couper Thorisontale^C en un point C% 
on nomme AC la base , BC /a hauteur , et AB la Ion-- 
gueur du plan ' incliné. Ces dénominations servent à énon-< 
cer les équations (e) et (y") d'une autre manière : car 

, le triangle BAC donne tang e = r— ^, sin g z= -—- ; d'oà 

A Cl AB 

P ~ BC^ P ~ BC ' ^ 

suivant qu'il s'agit de l'un ou de l'autre des deux cas 
particuliers que nous avons traités. Donc le poids d'un 
corps est à lajorce employée à le retenir en équilibre sur 
un plan incliné , i **. comme la base de ce plan est à sa 
hauteur^ si cette Jorce est horisonfale ; :^®. comme la lon- 
gueur du plan est à sa hauteur^ si cette Jorce agit dans 
le sens du plan. ' 

79. Quant à la pression qu'éprouve le plan incliné dan^ 
le cas de la gravité^ l'équation (c) devient • 

F 

N iV= xcos (f — O* • • • (^)- 

» 
En rapprochant cette expression de l'équation (J), on a 

P' P N 



cos $ sin «. C05 ( t — »^ ) 



• » • • (A). 
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Aiiisi h poids , la puissance et la pression sont respectif 
ornent proportionnels atix cosinus des angles formés par 
la direction de la puissance avec le plan incKni ^ parce 
plan avec la 'verticale , et par la puissance avec Phorison, 
La foitnule {h) lient lieu des deux équations (^et^);r 
et on voit que , d'après les principes d'algèbre , étani 
données trois des cinq quantités suivantes^ lepoids^ la puis** 
sancCf sa direction, la pression et Pinclinmison du plant- 
on peut ^toujours trowBr les dcMix autres, 

80. Soient deux points matériels m^mf^ disposés sur'Fig. 38. 
deux plans inclinés adossés AC ^ CB ( ainsi qu'on le voit 
fig. 38 ) , et unis par un fil inextensible mCm'^ passé dans 
la gorge d'une poulie C : on demande les conditions d'é- 
quilibre de deux forces P, P', agissant sur ces points, 
et formant avec les plans AC et BC les angles^ et é'. 

Les pressions exercées sur les plans sont les compo- 
santes qui leur sont perpendiculaires P sin ^ , P^ sin fi' ; 
mais elles ne s'ajoutent pas comme précédemment. Pour 
qu'il y ait équilibre à l'aide de la poulie C , d'après, ce 
qu'on verra (93) , il faut que les composantes dans le sens 
des plans soient égales. On a donc P cos fi = P' cos '^\ 

Si les forces P e,t P sont verticales, en nommant t et t' 
les angles formés par les plans avec la base horison- 
taie AB 9 on a cos fi = sin s , et cos ^* = sin t' j ainsi 
Psin« = P' sin i', ou 

_ CD „, CD P A(C 

Ce cas a lieu quand les forces P et P' sont les poids àts 
deux corps m et m'. Ainsi deux poids en équilibre sur deux 
plans inclinés , sont entre eux comme les longueurs de ces 
plans. 
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8t. Un point natëriel est en équilibre snr nn plan^ 
loi^ne la résulunte des forces qui le sollicitent est pei^^ 
pcndiculaire à ce plan : mais s'il s'agit d'un corps, cette 
condition n'est plus suffisante ; en efTet une force per-« 
pendiculaire à un plan , n'est détruite que parce qu'on la 
suppose appliquée en son point même de rencontre avec 
ce plan. Lorsqu'il s'agit d'un corps, cette hypothèse n'est 
permise qu'autant que ce point fait partie du corps (i'3}y 
c'est-à-dire est un de ceux de sa hase de contact avec le 
plan. Si le corps ne pose sur le plan que par difTérens 
points , comme une table portée par des pieds , pour 
que la force perpendiculaire soit détruite, il faut qu'où 
puisse la décomposer en d'autres parallèles , qui passent par 
ces points et qui agissent dans le même sens ; ce qui exige 
visiblement que le point de rencontre de cette force avec le 
plan tombe dans l'intérieur du polygone qu'on forme en 
joignant ces points par des droites : car, sans cela , on ne 
pourrait la concevoir décomposée en d'autres qui, agissant 
dans le même sens qu'elle , passeraient par les angles du 
polygone. 

Il suit de là que , 

I. Lorsqu'un corps n'a qu'un seul point de contact avec 
un* plan , il joui deux conditions pour qu'il y ait équi-^ 
libre ; i*. que la résultante des Jorces qui le sollicitent 
soit perpendiculaire au plan , et 2*. qu'elle passe par ce 
point. S'il s'agit d'un corps qui n'est soumis qu'à l'ac- 
tion de la peéanteur , il faut que le plan soit horisontalj 
et que la verticale abaissée du centre de gravité passe par 
le point de contact. C'est ce que nous éprouvons tous 
les jours ; lorsque nous marchons , le centre de gravité 
de notre corps est transporté alternativement au-dessus 
de chacun de nos pieds, ce qui donne à notr« coi^s un 
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léger balancement. Un corps pesant est donc d^autant 
fins près de sa chute, que la verticale abaissée de ^on 
centre de gravité sur le plan borisontal qui le supporte , 
approche davantage du contpur de sa ba^e de contact. 
C'est pour cela que les murs les moins élevés , et dont 
les fondations ont une plus grande épaisseur , sont ceux 
qui ont le plus de solidité. 

II. Lorsque deux forces sollicitent un corps posé suf 
un plan, il fau^ pour Téquilibre QUATRE CONDITIONS; 

■ 1". qu'elles soient dans un même plan , c'est-à-dire 
qu'elles se rencontrent ou soient parallèles ; 2®. que leur 
plan soit perpendiculaire au plan donné ; 3®. que la ré- 
sultante ne laisse pas tous les appuis d'un même côté , ou 
que la perpendiculaire abaissée du point de rencontre des 
forces sur le plan tombe sur la base ; 4^. il faut qu'enfin 
l'équation (b) ait lieu. 

III. Lorsqu'une de ces deux forces ^t la pesanteur , 
ces quatre conditions sie changent en celles-ci ; 1®. iljaut 
<gue la force (jui retient le corps pesant en équilibre soit 
dans un plan vertical perpendiculaire au plan incliné; 
a*, qu'elle rencontre la verticale qui passe par le' centre 
de granté du corps ; 3^. que la perpendiculaire menée de 
èe point de rencontre sur le plan incliné ne 'laisse point 
ses appuis d'un mime côté ; 4*. enfin qu*on ait Véqua- 
tion (d). Les deux théorênies qu'on en a déduits (77) ont 
paiement lieu ici, suivant que la force qui retient le 
corps sur le plan incliné est horisontale ou verticale. 

62, Lorsque des forces retiennent un co^ps en éqyi- 
libre sur un plan incliné , . leur résultante , perpendicir- 
laire à ce plan , exerce tme pression qui se distribue sur 
tous- les points de contact du corps avec le plan : on 
jpeut l'assimiler à celle d'un poids qui press* le plan 
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faorîsontal sur lequel il repose. S^îl y a n points de contact « 
povr trouver T effort exercé sur chacun d'eux ^ il faut 
décomposer cette résultante P en n puissances , . qui lui 
soient parallèles et qui passent par ces points de contact. 
Soient donc x\ y* \ x^ly J^" 5 • • • • ■sp^"^ JK^") » ^^* coor- 
données de ces points \ x ^t y celles du point où ia 
"^ force P rencontre le plan ; enfin soient j/^ p^'^ , . . . p^") 

les composantes de P : les expressions ( O , n°. Sy ) de- 
viendront 

Px =p'x' + pffx^f + . . . . ;?(") oîW , 

^j^ =p'y + p'y' + — p^'')jiv. 

Ces équations, les seules auxquelles les forces p% p'^j„..p^**) 
doivent satisfaire , serviront à déterminer ces pressions lors- 
qu'il n'y aura que trois points de contact , car il y aura 
dans ce cas autant d'équations que d'inconnues. Mais s'il y a 
plus de trois points de contact , le problème sera indéter- 
miné. 11 le sera encore , si le corps €t le plan ne se touchent 
« que par trois points en ligne droite ji car^n regardait cette 
droite comme axe des x ou desj^, l'une des équations 
ci-dessus devient inutile. 

Réciproquement si on donnait les pressions // 77". . : . 
qu'éprouvent les points de contact et leurs situatÎT)ns res^ 
pectives , ces trois équations feraient connaître leur rë- 
snltante ^ eu son point d'application , qu'on nommele 
centre de pre'ùion, ' " * . -' 

- ' 83. Soi t'tin^ corps' pesant placé en équilibre sur deux, 
îplans incliriés :' cet' état- ne peut exister qu'autant que la 
f ésistance de <?es 'plaii^ détruit lé poids du- corps : si dçnc 
ïhâcun' d'eiix ife 'rencontre le Corps qu'en un point, et 
!?r on leur élève en ces points 'des perfjendicul aires, elfà 



\^ 



FLAN INCLINE. 79 

devront se couper eii un des points de la verticale pas- 
sant par le centre de gravite , afin que le poids du corps 
puisse être décomposé en deux autres forces de direc- 
tions perpendiculaires aux plans : les coirposantes seiiobt 
les pressions exercées sur ces plans. Il résulte de là que 
le plan qui passe par les appuis et par le centre de 
gravité , . doit être ^vertical , et de plus perpendiculaire 
aux deux plans inclinés , au à leur intersection qui sera 
par conséquent korisontale. 

Tout ce que nous venons de dire n'est pas particulier 
au cas d'un corps sollicite uniquement par la gravité ; 
et s'il y avait dans le système des forces quelconques, 
il faudrait dire de leur résultante, ce qu'on vient d'ex- 
poser sur la verticale passant par le centre de gravité. 

Pour obtenir les pressions que le^ plans inclihés éprou- F^g- Sg. 
Vent , il faut décomposer le poids P du corps en deux 
forces qui soient dirigées sur lès deux points d^appuh 
Le plan de la iig. 09 est supposé être celui qui passe 
par ces points d'appui K et I et le centre de gravité G ; 
ce plan est vertical et perpendiculaire aux plans inclinés , 
qu'il coupe suivant JlB et BC. Les pressions ont pour 
directions KO et 01 perperidîciïlaires à AB etBC\ elles 
concourent eh' O sur la verticale OP qui passe par le 
centre de gravité G du corps KOI : VZ et HI sont des 
horisontales. 

Représentons par 4 l'angle que les plans forment entre 
eux; par é et t ceux qu'ils font avec l'horison. :- enfin par 
Cet Tles pressions, qui sont les composantes de la force 
verticale'!* dirigées suivant OK et 01: etxomme' ces lignes *» 
ne sont pas perpendiculaires entre elles , on doit avoir 
recours àù théorème (18, I ) ,,qui s'applique à ce cas. Or 
les forces P, Ç et T sont perpendiculaires aux côtés du 
triangle HBI ; on peut ddnc remplacer les angles qac 
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fig. 39. ces forces forment entre elles par ceux de ce triangle ^ 
c'est-à-dire par ^ , i et I ; ce qui donne 

^ :- <? - ^ m 

sin 4 sm f sm d 

d'où on tire les valeurs des pressions Q et T. 

Si le corps GKI touchait les plans en plusieurs points y 
Faire comprise contiendrait le centre de pression pour 
lequel la théorie ci-dessus a lieu. C'est ce qui arrive pour 
Péquilihre des parties d'une voûte j et pour la pression 
qu'exercent les Voussoirs les uns sur les autres. Voy, à cet 
égard V Architecture hydraulique de Prony^ et le Coin (10&). 

3. Du Lener, 

84* On appelle Lëyier une verge inflexible, sollicitée 
par deux puissances P et P% et retenue en un point fixe. 
U est clair que ces forces ne peuvent être en équilibre 
qu'autant qu'elles ont leur résultaiite détruite par la ré- 
V sistance de Tappui ; ce qui exige que , 1^. ces puissances 
soient dans le même plan , ainsi que h point Jixe , et 
s!*, que leur résultante passe par ce point. 

Cette double condition est nécessaire pour l'équilibre , 
or la dernière peut être exprimée analytiqutnient ; car on 
sait (26) que le moment de la résultante R des deux forces 
P et P doit être égal à la somme des nM>mens de ce^ 
forces, OM Rr T= Pp -\- Pp'. Si donc on prend ces mo— 
mens par rapport au point |ixe qui est sur la direction 
de la résultante, r= o donnera Pp' + i^ z=: o : les mo- 
mens devront donc être égaux et de signes contraires. 
Donc l'équilibre du levier exige TROIS CONDITIONS ; 
i*. que les deux forces et le point d* appui soient dans le 
mime plan; u.*". que lès forces tendent à faire tourner le 
Ui'ier autour de son appui dans des sens différens , et 



^. ç^t iturt memetts soient égçMf par jr<^ort à cet 

* 

appui. 

Ce théorème est général quejjes que soieiot lés forces , Fig. 4o« 
leurs directions et ,4eurs dispositions par rapport à Tappui. 
Soit, par exemple, le plan de la fîg. 4^ celui des deux; 
for;Ces Pe^P ; aibaisfiaojt de Taftp^ A du levier BAC ht$ 
{^^ndicujaires Ailzrzp ^ AN-=zp' ; f>ï^ ^ura r^MgtiMi 

pour .ex|Mrîq9er réqyiUbre ^ pw$q^e Je? deux auU'£s con- 
(UtîoQs 60i)t remplies |>ar Téjtat supposé .du système ; 
d'où il suit qu^al<xrs la résultante passe paf Tappui Çj^e. 
Çoip.^ie on appelle hras de levier la disjtauce d'une 
fprce à J'a.ppui , o;i peut doac 4ire a^ïssi que lea fo/ces 
sont en raison inverse de leurs bras de levier. 

65. iSi les forces soiit«{>araH€'les , 'le principe ci-dessus l^îg* 21 • 
|>eiit au^si «'appliquer,puisqu'on sait qu'alors (34) le théo- 
rème des^ momens a «encore lieu. Seupkment lorsque 1« 

* ieyier «st une verge -droite E4r , comme les distances <les 
ibnces an point fixe F sont proportionnelles awc jçngueurs 
£F et FGj on peut prendre ce^ longueurs pour ies bra^ 
de ieviar. 

86. Du reste on pept regarder comme incopnue l'^mc 
des puissances ou l'un des bras de levier, et l'équatiop 
Pp^ :=Pp sert à résoudre les .divers problêmes qu'on peut 
se proposer à cet égard. 

Sy. Qpant ^ lU ^Tcssipo e^rcée sur l'axe .fixe , «(1^ 
e^t la ^ésMlt^iHe »R des ibrces F et P que cet ap^ui dé^ 
truit (4^). Pour connaître la pression, il faut donc évaluer 
cette césuUaiHe , ce qui «'offre aucune difficulté d'après 

• «e. qu'on a .déjà .vu. En efiîst , spiôut a et «^ les inclir 

6 
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naisons dès forces P et P' sur leur résultante jR, on 
a (i8, I.) 

P P R 



sm 



sm a 



sin ( a 4- <*' ) 



on peut donc tirer de ces deux équations la valeur de deux 
des quantités P ^ P ^ R^ Attaf. Ainsi de tes cinq quan^ 
iités , la puissance motrice P', la résistance V ^ la charge 
R de Vappui , et les directions de ces forces , trois étant 
données , on pourra toujours trow^er les deux autres, 

88. Quelquefois le levier n'est que posé sur l'axe fixe : 
alors pour quMl ne glisse pas sur cet axe , il faut que 
la résultante soit normale au levier (y3). 

8^. On distingue trois espèces de leviers suivant les 
dispositions respectives de l'appui , de la puissance et de 
la résistance. 

Dans les leviers du premier genre , l'appui est entre la 
puissance et la résistance ; telles sont les tenailles , les ba- 
lances , la romaine , les ciseaux. • • • 

Dans ies leviers du deuxième genre , la résistance est 
entre l'appui et la force motrice ; on en trouve des exem- 
ples dans les barres employées à soulever les pierres, 
dans les rames de bateau, qui trouvent leuj^ appui dans 
l'eau, etc. • 

Enfin la puissance est entre l'appui et la résistance 
dans les leviers qu'on nomme du troisième genre ; les 
pincettes en sont u» exemple , aussi bien que nos organes 
de mouvement ; les muscles en se raccourcissant, rap- 
prochent leurs points d'attache, qui sont voisins des arti- 
culations autour desquelles il y a un mouvement de ro-^ 
tation. 

De toutes les machines , le levier est la plus simple , la 
plus utile et la plus fréquemment employée. La distinction 
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^ffa^otk à faite des leviers en trois espèces , n^est d^aitleurs 
d'aucune importance en théorie ; et ces trois sortes de ma- 
chines n'en forment réellement qu'une seule , puisqu'au 
fond rien n'empêche de considérer indifféremment la 
puissance motrice , la résistance et la charge de l'appui 
comme trois puissances différentes , dont deux luttent 
contre la troisième ; et quand une fois l'équilibre est 
"N établi entre elles , qui pourrait empêcher de regarder 
l'un quelconque des trois points d'application C^ A^ B 
comme l'appui , puisqu'ils sont tous fixes. 

90.'' Ayons, maintenant égard «1 la pesanteur dé la verge pig. ^q, 
qui sert de levier, les poids Ç et Ç' de ses branches >^^ et^C 
sont deux nouvelles forces qui sont appliquées aux centres 
d« gravité de ces branches.^ Soient Q et (^ ces forces , ^ ^ • 
q et q* les distances de l'appui A aux verticales merlées 
par ces centres : en raisonnant comme précédemment , 
on verra'que le système est composé de quatre forces dont 
les momens , par rapport au point fixe A^ doivent être 
égaux: la condition d'équilibre est, par conséquent expri- 
mée par l'équation 

• 

Si les poids de deux bras de leviers sont en équilibré y 
sans le secours d'aucune force , alors Q^q' = Qq^ et 
notre équation se «réduit à P'p' = P/i , la même que si 
le levier n'était pas pesant. 

91. La balance appelée Romaine est composée d'un 
Jléau retenu par un axe fixe ; elle sert à peser les corpj 
qu'on suspend à l'un de ses bras , à l'aide d'un poid« 
cpnstant qu'on applique à l'autre bras, à une distance ^,..-*--*^-»^ 
convenable de l'axe. Ces sortes d'instrumens portent ^ \' !l— — i.'"^^^ 
divisions à la branche sur laquelle glissé le poids c^fe- p ^^>'^ 



tant, pour s'approcher ou s'éloigner de l'axe, jusqu^à ce 
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tpkt le Hësra sok turnsonul ; e€ l'aspect de ces divisions 
fait JQger sur-le-champ da poids du corps qui «st sus- 
pendu à Tantre bras. 

Cest de T équation précédente qu^on se sert pour niar«- 
quer ocs divisions ' sur le bras le plus long et qui porte 
le poids mobile. Nous ne nous arrêterons pas à dérc- 
k>pper ici Tusage de ceFite équation : on peut consulter le 
Trapité de mécanique , n**. io5. 

92. hat Bélûnce ordinaire e^ un levier du premier 
genre , dont les deux bras ou fléaux sont égaux ; le$ 
forces en équîHbre doivent donc aussi être égales. L'un 
des bassins porte la substance qu'on veut peser ; Taulre 
contient le poids qui lui fait équilibre. Une aigmMe , 
perpendiculaire à la direction du levier, est fiiLée au-« 
dessus de l'axe de suspension ; cet axe est lui-même sou-* 
tenu ^r deux couteaux , sur uKie chappe verticale ; les 
directions de l'aiguille .et de la chappe doivent coVncidçir 
dans le cas d'équilibre. Il est inutile d'insister sur une 
machine aussi sin^ple, et d'un usage aussi familier: maïs 
il est à observer que, si les bras de levier ne sont |>m 
égaux, les poids ne peuvent pas l'être non plus, et la 
balance est fausse. 11 est aisé de reconnaître la super-* 
i:hârie ; car en changeant les poids de bassin , celm qui 
est le plus faible aura un bras de levier plus court, et il 
fi'y aura plus d'équilibre. 

Quoiqu'une telle balance paraisse peu propre à peser^ 
on peut cependant s'en servir^avec avantage ; e;t l'un des 
moyens que nous allons indiquer à cet effets doit être 
employé dans toutes les opérations où on v^ut obtenîjr 
des résultats très-justes^ même lorsque les balances sont 
exactes , parce qu'on ^etit assez que cette exactitude ii'a 
lieu qu'à-peu-près. 
Soit Y le poids inconnu ; oa le onettra en «quilUMie 
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9rec un autre corps ; |i»i» ô4^t JT <hi: ba^în on hur «uJbs-^ 
tituera un peiik Q fpà fasse auisaî é^uilikce à c« Hiém% 
4torps ; ou aura donc YzssQ. 

On paît encore opërev comme il smi t p' et p. étAHt 
les deux bras de levier y on devra avoic P'p^ =;= JF^ pous 
<]ae les poids P et jP soient en équiUl>«||. Si on ebangf) 
ces poids de bassin , c^est— à-nlire de bras de levier , it 
faudra employer .un nouveau poids Ç pour Baettre P^ en 
équilibre, et on aura encore P'pzs:Qp\ Le prodwii d^ 
ces deux équations doiuie P'*z=zPQy d^où P=^(i^). 
Ainsi le poids cherché est moyen preportioonel entnt 

4« De la P&uUeé 

gS. La Poulie' consiste en une espèce de roue ou Fîg. 4* 
de cylindre d'épaisseur arbitraire, retenue par un axe; ct.4^ 
on la fait ordinairement circulaire , et c'est dans cet état 
que nous l'examinerons ici. La surface courbe dé cette 
roue est creusée en gorge et en partie enveloppée d'une ^ 
corde. Dans le cas où la poulie a son axe fixe, les puis- 
sances P et P' sont appliquées aux deux extrémités du 
cordon : voyez fig* l^i. Quand la pbulie est mobile , 
comme dans la fig. 4^ } le cordon a l'une de ses extré- 
mités f fixe ; et la seconde puissance Q agit sur l'axe- 
même. 

Comme on peut remplacer le point fixe par une force 
de grandeur et de direction convenables, que la poulie 
soit fixe ou mobile , on peut la regarder comme sou- 
«aise à l'action de trois forces P , P et Ç ,, dont deux 
P eX P* agissent aux extréiniles de la corde P'GHiPy qui 
embrasse la peulie ; et dont la 3^ Ç retient Taxe E. Si 
la poulie est fixe , Q est la pression que les forces P et P' 
exercent sur l'axe; si elle est nlobile, P' est la pression^ 
causée sur le point fixe par l'effet des forces Pet ^^ 
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D'après cela Téquilibre ne peut avoir lieu q\i'autant 
que la résultante Je P et P' est détruite par la force i) ; 
cette résultante doit donc passer par Taxe £ , ce qui 
exige que les momens par rapport à cet axe soiept égauk , 
ou P=:Pj à cause de GEz=iEH. Mais cette équation , 
qui exprime seiikment que la résultante de Pet P^ passe 
par l'axe E , ne suffit pour l'équilibre qu'autant que cet 
axe est immobile : et on'voit qu'il ne faut qu'uNE SEULB 
CONDITION pour Péquilibre de la poulie fixe, qui est, que 
}es forces qui agissent aux deux bouts de la corde soient 
égales entre elles. En sorte qu'on peut faire passer un 
cordon sur tant de poulies fixes qu'on veut , sans que la 
tension change : seulement cela fait varier la direction de 
la force à laquelle ce cordon est soumis.< 

Mais si la poulie est mobile , il faut en outre que la 
résultante de Pet P', qui déjà passe en jE", soît égale et 
opposée à la force Q, Or on a vu (i8, IV) que la ré- 
sultante de deux forces égales P et P' coupe en deux 
parties égales l'angle GAH qu'elles forment entre elles, 
et est = 2pcoSi^, /3 désignant la moitié dé cet angle, 
ou EAH, La force Q devant avoir la même direction et la 
même grandeur que cette résultante , il s'ensuit qu'il faut 
PEUX CONDITIONS pour l'équilibre de la poulie mobile ; 
savoir, i°. qu^ lajorce Q qui agit sur Vaxe , rencontre Varc 
GIH embrassé par le cordon en son milieu I ; 2.^. que son 
intensité soit 

Q = 2Pcos^.....(k'). 

Ce théorème détermine en outre la valeur et la direction 
de la pression exercée sur l'axe de la poulie fix9» 

On peut donner à cette équation une autre forme : car 
dans le triangle G£ G, on a 0O = G£xcosi6, d'où 

a cos ^zzzjTp = -^' Donc la puissance P est à la Jonc 
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^ appliquéis à Vaxe , comme le rayon de la poulie est à 
la corde de Parc embrassé par le cordon. 

Si ]a poulie mobile était pesante , il faudrait regarder 
le poids Q comme formé de celui doi^t elle est réelle- 
ment chargée , augmenté du poids de la poulie. 

94. Concevons maintenant un système de plusieurs Fig. 45, 
poulies mobiles, comme on le voit dans la fig. 43. La 
poulie O^' ne peut se mouvoir sans entraîner la sui- 
vante ^//, et ainsi des autres ; le poids R montera donc 
par Faction de la force M. Soient /', t'f . .../(") les ten- 
sions des cordons; aC, aff**. ..affC") les arcs qu'ils e;n- 
brassent. Il est clair qu'on peut supprimer du système 
la force M, et toutes les poulies excepté C , pourvu 
qu'on introduise suivant le cordon C C^f une puissance t^ 
qui le tirerait ^avec le même effort, que la puissance M 
exerce sur lui : l'équilibre existe donc entre les puissances 
t^ et R, On raisonner^ de même pour chaque poulie, et ^ 

en vertu de l'équation précédente, on trouvera pour l'é— ^. 
quilibre , savoir : ^ 

C R = 2f cosC ^ 

Cff ^=i^''cosC^ 

autpur de / ^„ ^ t^f^^t"' cos Q" 

la poulie. 

etc. 

a«). . . .K^-Osra^W cos C(») =2Af cos ffW. 

Ceê n équations sont autant de conditions nécessaires i 
l'équifibre : elles doivent servir h déterminer n des quan-* 
tités iî. M, t'j iffi . .C, ?//• . . r d'ailleurs chaque équatioi» 
doit avoir une inconnue. Nous supposerons que la figure 
du système est donnée , on que C', C'^i . . sont connues r 
bien entendu que chaque cordon appliqué à l'axe de I» 
poulie j doit toujours couper en deux partie» égaies l'aror 
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qu'embi^afése ]é c0rd(m soîvarnt. Alors sj on muhSplîe entré 
elles les «deux , ttoiè , etc. ^ prennères de ces éqaatîoiid y 
àti êtietniïnètà aisément /', t^f^ etc- y cVst~à-dife la ten- 
sion de chaque Oe^dori; éi on lû& tn^àt^pMû toutes ^ (m 
aura pouf k relatif éntte tes detisc forcés M ti R ^ 
Fij- 45» l'équalion 

/i = ai« X M (cos ^.cosC'/.cos ?" . . ^ . cos tf («)) (/). 

ïl suffit donc de connaître les Aréclîohs des cordofïs pcmt 
trouver le rapport entré lés forces R et M. 

qS. Lorsque deux forces parallèles K et iUT sont ap- 
pliquées aux deux ejl:trémités d'un cordon passé sur une 
pouUe fixe j leur résultante est égale à la somme des 
forces, ou plutôt au double de l'une d'elles (3i); la for- 
mule (k) s'applique encore à ce cas , en faisant j8 = o. 
11 est même visible que lorsque la poulie est mobile, la 
\ force M a alors la direction la plus favorable pour re- 
tenir en équilibre la force /{, puisqu'elle est la plus petite 
possible. L'équation (/) ^ donc également lieu. 

Si on a un système de poulies mobiles dont les cor— 
dons soient parallèles , alors cos f =.cos €"= etc. = i , 
et l'équation (/) se réduit à iiL=:2''M; d'où on jirc 

M X 

-— - =;= — — : la force est à la résistance . comme Vanité . 

êst à là puissance de z marquée par h rioifihre des poulies 
mobiles. 

Fig- 44» 9^- ^n appelle Mouffle une machine composée de plu- 
sieurs poulies portées par une même chappe : on assemble 
une moufile mobile avec une mouffle fixe ; de sorte qu'un 
même cordon , tiré par une force M, embrasse tour-à- 
tour les poulies. La moufile mobile porte un poids qu'il 
fttut ajouter à celui de la mouffle même : $oit R la sommQ 
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àê ces dtxrt. poîtfe, qui se rfîstnfe«ettt ttir lés pettKels rtio- 
biles, de manière que chacune en porte une portioti. 
Quant aux patrÎTea de îa monfile fixe, elles ne servent 
qu'à changer h direction des cordons, sans moilifier la 
force M (93), qui tiïnd tous les cordons arec la méuieï^ig. 44, 
intensité. Diaprés cela, chercha^is le* cowdrCion^ d'^équi- 
libre entre les forces Af et H. 

Supposons d'abord que les cordons soient parallèles , eo 
qui n'arrive que lorsque les rayons des dis^étses poulies 
croissent en progression , dont la différence est le rayon 
de la plus petite poulie. Soit B/ le poids que porte la 
poulte A : il est visible qu^on peut supprimer du système 
toutes les parties , excepté la poulie A ^ le, poîds R^ et 
les deux forces M qui , agissant suivant les cordons a et e^ 
produisent l'équilibre : on a donc R' ^ slM. Pareillemcïjt 
le poids B?^ que pofte la poulie B est soutenu par deux 
forces il/, qui agissent selon les cordons ^ et ^; d^où 
Rfl = ail///. Enfin le point i d'attache du^. cordon c porte 
le poids R" ^ d'où M=:R"'. Ajoutant ces équations, 
comme R' + Rf/ +iJ'" = jR , il vient B = 5i*f. En gé- 
néral le poids est égal à la puissance multipliée par le 
nombre des cordons qui aboutissent à la moujfle mobile ; 
ou R=znMf n désignant ce nombre de cordons. 

Quand les directions des cordons sont quelconques, il 
faut décomposer chaque tension en deux forces, l'une 
horisontale , l'autre verticale : ces cîpmposantes doivent se 
détruire séparément. Soient u , jS , y • . , . tes angles que 
forment les cordons avec l'horison; en raisonnant comme 
ci-devant , on trouve pour la condition qui exprime que 

ces composantes verticales se détruisent , , 

/i = ifer ( sin a -f- sin iô -f- sin y • . • .), Quant aux compo- 
santes horisontales , on y aura égard a part : elles se dé* 
truirou^ par exemple , si les deux cordons qui embras-- 



fto . STATIQUE. 

sent chaque poulie mobile sont également inclinés sur 
rhorison. 

On voit que la disposition la plus favorable à \s force 
Mj est lorsque les cordons sont verticaux. C'est pour 
cela qu'on emploie plus souvent les mouffles dont les 
cordons diffèrent peu du parallélisme ; et alors on les 
regarde , en effet , comme parallèles dans les calculs ap- 
proximatifs. 

5. Du Treuil. 

Fi». 45. 97' ^ Treuil ou Tour est une machine composée 
d'un cylindre et d'une roue qui ont le même axe, et qui 
font corps ensemble : cet axe a ses deux extrémités pla- 
cées sur des appuis pu tourillons ; une corde est enve- 
loppée autour du cylindre, et est attachée à une résis- 
tance, ou supporte un poids. On imprime à la roue un 
mouvement de rotation sur l'axe ; elle fait tourner Ig. 
cylindre, la>eorde s'enveloppe, et par là on surmonte la 
résistance , ou on élève le poids. Ce mouvement de rota- 
tion est donné à la roue soit à l'aide d'une corde qui est 
enveloppée sur celte roue , et qu'une puissance sollicite ; 
soit en garnissant les jantes de cette roue de chevilles aux- 
quelles on applique des forces, ou sur lesquelles des 
hommes montent en agissant par leur poids. 

ÎJiielquefois au lieu d'une roue on se sert de deux leviers 
qui traversent le cylindre, ou dé Manwelles\ fig. 4? ^^ ^4 •. 
mais les effets sont les mêmes ; la révolution est seule- 
ment moins uniforme ; la machine a d'ailleurs l'avantage 
d'être peu *^ embarrassante. Au reste, pour les conditions 
d^ équilibre, toutes ces dispositions sont indifférentes. L'axe 
du cylindre peut être horisontal , comme dams le treuil , 
la Roue de carrière^ la Grue qui sert dans les bâtimens, etc. ^ 
Il est vertical dans le Cabestan ^ machine dont on se setl 
pour amener peu-à-peu des fardeaux considérâtes» 
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^ Dépouillons Itf tour de tout appareil extérieur inutile ; Fig. 4^* 
\AB est l'axe du cylindre que nous supposons horisontal, 
A ei B sont ses appuis ; FCD est k roue perpendiculaire 
à l'axe AB^ D son centre ; le plan de la roue coupe 
le cylindre suivant le cercle LDM. La force P est ap- 
pliquée à l'extrémité de la corde FP tangente à la roue 
au point F, et dans le plan de cette roue ; la résistance , 
que nous représenterons par un poids Q , est attachée à 
la corde QIH qui enveloppe le cylindre ; le plan per- 
pendiculaire à l'axe passant par cette corde , coupe ce 
cylindre suivant le cercle GHL 

Cela posé , au point M , où le plan horisontal conduit 
suivant l'axe du cylindre vient couper le cercle LDM j 
ei^de l'autre côté de cet axe relativement au poids Q^ 
appliquons deux forces yerticales Q' et Ç//, opposées et 
égales à Q\ l'état du' système demeurera le même. Or,, 
les forces Ç et Ç' sont en équilibre puisqu'elles sont égales- 
et à la même distance de l'axe : c'est-à-dire que leur ré- 
sultante S:=i^Q^ rencontre l'axe au point ^' , situé au 
milieu de GD. Il ne reste donc plus que les forces P et Ç^/, 
qui sont dans le plan de la roue ; ces forces sont dans 
le cas du levier , elles doivent tendre à faire tourner en 
sens contraire , et leurs momens relativement au poiii| D 
doivent être égaux ; ceux de Q et de Ç" le sont d'ailleurs 
aussi (38) : donc , il faut deux conditions paur V équi- 
libre du treuil; -i*. que les Jorces tendent à le faire tour-^ 
ner en sens contraire, et 2*. que leurs momens par rap-- 
port à Vaxe soient égaux : ou , ce qui revient au même , 
que la puissance soit -à la résistance comme le rayon du 
cylindre est au rayon de la roue. On peut donc regar- 
der comme inconnue l'une quelconque de ces quatre 
quantités , et ré&oudre tous lès problêmes relatifs au 
treuil* 
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98. Keiis i«roiiS ici quelques reniar(}ues impartantes» 

La corde èont 01» se sert ^ans le treuil ^. est com** 
mitnéijRent d*un diamètre qu'on ne peut négliger. L'action 
àes puissances se transmet par l'axe de la corde ; il est 
ë^îdenl qne son rayon doit être ajouté d'une part à eelui 
âa cyKndre , et de l'autre à celui de la roue. La. sec€v»dte 
conditron d'équiHbM derîent diovie : la puissance est à la 
résistanee qui^ lui fait èquiUhre dans le Totir^ cymme la 
somme des rayons dm cylindre et de I0 eoriè ^ est à Im 
somme des rajrons de fa corde et de la rcme. 

Si donc la corde s'est enveloppée aulovr du cylindre ^ 
et en a couvert entièrement la surface, pour qu'elle con- 
tinue -de sVnrouler, elle doit former un second ravg; aiii$» 
on doit augmenter la puissance. 

' La puissance qui ag^t sur la roue d'un treuil a d'autant 
plus d'avantage que le dlia mètre de cette roue est plus 
grand ; mais la direction de cette force est entière- 
ment arbitraire r il suffit que la corde qui transmet son 
action soU tangente. Du reste cette roue peut être placée 
partout ou Ton V0udra sur la loftgueur du cylindre sans qu e 
réqnilihr« en soît troublé ; et même si le plan FC de la 
roue se confond avec celui du cercle HG qui porl^e la ré- 
sistance (>, la condition d'équilibre demeure encore la 
même puisque la machine est réduile à un simple levier. 

Ihms.le cabestan y l'axe da treuil est vertical : on sou-* 
}êre d'abord avec des leviers le corps que cette macbine 
€si destinée à -trakier , de manière à pouvoir introduire 
des rouleaux dessons , afin de diminuer le frottement 
( voy. la note m ). On met ensuite en jeu les leviers du 
cabestan et la masse entre en mouvement. C'est ainsi 
que , malgré tout le frottement qu'il faut vaincre , nous 
voyons si souvent remuer , sans de grands efforts ^ les 
liasses les plus lourdes. 
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La grue qu^on emploie dans les grands ëéîfîc«s a une 
longue pièce de bois pUique à Thorison : la corde ^ut 
soutieift le poids à élever passe sur des poulies fixes que 
ce madrier porte , et de là sur le cylindre du treuil. 
Tout ^assemblage est mobile horisontalement autour 
d^un pivot 9 sur lequel il est en équilibre ; de façort 
qu'ayant élevé le fardeau à une certaine hauteur , on 
peut le faire tourner aisément. 

99. Quant aux pressions exercées sur les deux appuis Fig. 45* 
A et B j il importe de les calculer ; elles sont produites 
pir les composantes en -^ et 5 des forces Pet Ç du sys- 
tème, lesquelles équivalent à d'autres qui doivent rencontrer 
l'axe : savoir, d'une part à 5, et de l'autre à la résultante de 
P et Q'' ) nous allons nous occuper en particulier de cha- 
cune. ^ 

• D'abord , la force S décomposée en deux autres verti-^ 
cales en AetB j donne (yoy. le n*. 3i, II ) , les pressions 

suivantes, savoir : -^^ xS en A, et -7^ x S m B, 

Ad Aï* 

Soient donc AD z=:b ^ GB z=:b', DG =c , et AR=:a; 
IToù «=^-f- k' 4"^ • comme K est au milieu -de JL^, 
on a KB = 1 c -f- ^', et AK= 5 ^+ 3 : ainsi les pressions 
qui proviennent detS'=2Ç sont 

I*. en ^. i . . X Ç , a^ en Jo. . . . — x O- 

La résultante ies forces P et Ç" est déterminée d'après ' 
ce qui a été dit (18 , V ) , prenons donc deux axes dans 
le plan de la roue , l'un horisônlal et l'autre vertical ; 
les composantes parallèles à ces axes seront 

P cos a et P sin a — Ç , 
en désignant par ce l'angle connu queP'fâk av<ec l'ho* 
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Fîg* 45* r^son. Ainsi , on trouve , en raisonnant comme ci- 
dessus f que les composantes verticales sont 



i\ en^.. •• 



X (Psina — Ç), 



. a*. en-B.... — x(Psina^ — Ç), 

elles doivent être ajoutées aux précédentes. 
Les composantes horisontales sont 

« 

a — h / 

iVen^... xPcosa, 



a*, en 5 . . . — x P cos « ; 
a 



on aura donc en ^ et en ^ deux forces verticales a et V ; 
et deux horisontâles , ^ et ^^. L'effort exercé en A étant 
la résultante des forces A et ^ , sera= yj (^'*+ A*')? (i^»^î 
l'èfTort en B sera \/ (A'=*+i^'*) • ^^ ^^^ tangentes respec- 
tives des angles formés par ces efforts avec l'horison sont 

A A' 
. et 



Or , comme les quantités A, a', /w et ^' sont 

données , on connaîtra la grandeur et la direction des 
efforts exercés en A et B, On observera seulement que 
lorsque le mouvement de la machine a lieu , comme le 
point K change sans cesse , ces deux choses varient à me- 
sure que la corde s'enroule : mais il n'est ici question que 
d'équilibre. 

Le poids de la machine contribue encore à la pression : 
on peut le regarder comme une force T appliquée sur 
Taxe au centre de gravité du treuil. On doit donc aug- 
menter les valeurs ci-dessus de A et A% des deux compo- 
nanties du poids T. 
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6. Des Roues dentées. 

100. Une Roue dentée est un cylindre mobile au-Fîg. 46* 
tour de son axe, et dont la surface est munie de filets 
parallèles à cet axe : ces filets ou dents s^engagent dans 
ceux qu'on forme de même sur une autre roue dentée , 
et cet Engrenage est tel , que dès que l'une est mise 
en mouvement autour de son axe , l'autre tourne en sens 
contraire ; les largeurs des dents , et les intervalles qui 
les séparent, doivent être égaux dans les deux roues. Vqy^ 
la fig. /fi. ^ 

Sur l'axe de chaque roue dentée^ on en adapte ordi- 
nairement une autre , qui fait corps avec elle , et est d'un 
diamètre moindre : cette- roue s'appelle Pignon ; les dents 
se nomment Ailes. Alors chaque roue^ dentée eirgrène dans 
le pignon de la suivante , comme on le voit dans la 
fig. 46* Si une force M fait tourner le première roue ^A^ 
le pignon a fera mouvoir la roue -B ; de même le pignon 
de celle-ci mènera la roue C^ etc. Enfin on adapte 
à la dernière roue i> , au lieu de pignon, un cylindre 
non denté , autour duquel est roulée une corde qui sou- 
tient un poids R , ou qui est sollicitée paf une force R, 
Cherchons les conditions d'équilibre entre la puissance M 
et la résistance jR, aussi bien que les efforts exercés sur 
les dents des roues. 

# 

On observera que chacune de ces roues et son pignon 
ne sont autre chose qu'un treuil : on a donc ici à considérer 
un système de treuils. La matiière dont nous allons ré- 
soudre le problème proposé ^ n'appartient pas seulement 
aux roues dentées , mais l'esprit de la méthode doit être 
appliqué à toute machine composée , ceitlme nous aurons 
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Fig. 4^. occasion de Lç voir par la suite , et comme nous l^avon^ 
déjà fait (94)* 

La roue A entraîne son pignon Oj celui-ci mène la 
roue B ; désignons par P^ Peffort exercé par les ailes dti 
pignon contre les dents de la roue : soient de même 
F*, P^'^ . . . ."les efforts exercés par les ailes des pignons 
â, r,. . . sur les dents des roues C ^ D. , . avec lesquelles 
ils engrènent. De plus soient r', r^. . .rC*), etc., les rayons 
ies roues; j', 5^/, * . . . 5('*) les rayions des ^gnons ; l'in- 
dice {^) est relatif à la dernière roue. Généralement les 
rayon$ sont les distances respectives de chaque axe au 
point de contact de la dent avec Taîle du pignon d^ en- 
grenage ; mais «comme ce point varie à mesure que le 
système se meut, on peut prendre, par approximation, 
une distftnce moyenne : nous eotendrons donc ici par 
rayons, les longueurs comprises entre ^es axes et le point 
qui est 011 xniiî^ de la longueur des dents. 
« Cela posé, Met JP' ^ont deux -forces en équilibre au-, 
tour du tseiûl ji , leurs directions -sont tangentes à la roue 
. et au cytiDdre ; de même pour les autres : on aura donc 
pour la condition d'équilibre > 

A Mr' =Fs' 

B P'rff .= FU'f 

Mit9ttr.de la roue / C , pffr"' = Fff's(y 

etc etc. 

Dernière PC^-O rC«) = JîiC"). 

Multiplions entre elles les^deux premières équtaûotns, ou 
les trois premières., ^etc. ,, nous aurons ^ -en réduisant 
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Mr'r ff = Pffs'sfy Mr'r «r"' = P'^s'sh"'^ etc. 
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Ces expressions servent à déterminer les pressions P, P^,... Fig. 4^* 
la dernière donne le rapport entre les forces M et R. 
Elle sert d'après les principes de l'algèbre à résoudre ces 
problèmes i toutes lès quantités qui y entrent étant don- 
nées , excepté Tune d'elles , t#ouver celle-ci : on déduit 
ensuite les pressions ^ s'il est nécessaire. On peut au reste 
prendre pour la résistance M ou 72 indifféremment ; il 
suffit de remarquer < que ces forces agissent sur les deux 
roues extrêmes^ M sur la circonférence et R sur le pignon. 

Si , par exemple , on veut retenir en équilibre un poids 

de 3oooo kil. à l'aide d'une foi'ce de 60 , en divisant ce^ 

R 
deux nombres • on trouve --77- = 5oo : ainsi 

M 



s's 



ff i(»; 



=r 5oO* 



Le problème consiste à trouver le nombre des roues et 
leurs grandeurs ; ainsi il est indéterminé. Si donc on par- 
tage Sqo en. divers facteurs , tels que 49^9 5 et 5 , iU 

r' r^ 
pourront être pris pour — ^, — - Ainsi, entre 

autres manières d'établir l'équilibre , on prendra quatre 
roues, dans l'une desquelles le rayon du pignon sera le 
quart de celui de la roue ; il sera le cinquième dans lest 
trois autres. 

L'équation (m) s'énonce ainsi : lajotce et la résistance 
sont entre elles comme le produit des rayons des pignons 
est au produit des rayons des roues. Ainsi deux forces très* 
inégales peuvent ètrt mises en équilibre à l'aide d'un sys-» 
téme de roues dentées!, et les effets de la puissance M 
se trouvent par 14 beojaconp plus sgrands qu'ils ne l^au- 
raient été sans le secours de ce système. Voyez la note Vv 

7- 
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loi. Il aitive quelquefois que les roues dentées n'ont 
pas leurs axes parallèles ; voici ^ dans ce cas la disposition 
qu^il convient de leur donner. Concevons deux cônes 
droits , qui j ayant leur^ sommets en un même point et 
leurs axes fixes , auraient kiurs surfaces tangentes suivant 
un de leurs côtés : si on imagine ces surfaces revétu€s de 
filets disposés dans le sens de ces côtés , l'un des cônes 
ne pourra tourner sur son axe sans entraîner l'autre , et 
le faire tourner en sens contraire. Si donc , par un même 
point du filet en contact , on fait passer deux plans , per~ 
pendiculairement à Taxe de chaque cône, ils couperont 
ces cônes et en détacheront deux troncs , revêtus de filets , 
qui feront l'office de dents. Ces roues n'auront pas leurs 
axes parallèles 9 et néanmoins engrèneront. 

7. Du Cric. 

Tig* 47* 1^2* Concevons une barre QB , dentée d'un côté , et 
retenue dans une chappe , ou forte boite KL ; en dessus 
on pratique une ouverture par laquelle cette barre peut 
sortir, lorsqu'on fait tourner un pignon E qui engrène 
avec les dents de la barre , et lui communique un mou— 
vement de translation. (]ette machine s'appelle CRiC : son 
usage est d'élever le poids qu'on met sur l'extrémité Q 
de la barre. Pour mettre le pignon en mouvement, on 
se sert d'une manivelle , disposée comme on le voit dans 
la figure. 

Soi( P la puissance appliquée à la manivelle dont le 
rayon EF est R ; soit r le rayon du pignon, et Q la ré- 
sistance à vaincre. Il est visible qne cette résistance 
peut être supposée immédiatement appliquée sur la dent 
du pignon en contact avec la barre : ainsi (97) les momens 
des deux forces , par rapport à Taxe du pignon ^ doivent 
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être égaux; et on a RPz=zQr. Donc la puissance est ^Fig. 47. 
la résistance dans V équilibre du cric comme le rayon du 
pignon est à celui de la manivelle. 

On observera qu'on se sert fréquemment de manivelles , 
à bras courbés ; mais par rayon de la manivelle , il faut 
entendre ici le rayon du cercle que la force P tend à 
décrire ; et non la longueur rectifiée de ce bras. 

Le cric que nous venons de décrire est appelé Cric 
simple ; voici la description du Cric Composé. On dispose 
entre le pignon E et la barre une ou plusieurs roues 
dentées 9 armées de leurs pignons ; le pignon E n'agit plus 
alors immédiatement sur cette barre ; mais les effets de la 
puissance se transmettent en les multipliant. Il est inutile 
de s'éiendre sur une théorie aussi facile, puisqu'elle rentra 
dans celle des roues dentées : on en conclut que dans le 
cric composé la force P est à la résistance Q , comme le 
produit des rayons des pignons est au produit des rayons 
des roues par le bras de la manivelle» 

8. De la Vis. 

I 

V 

ïoâ. Le triangle isocèle OFB^ en tournant âutoiir de Fig. 4S. 
l'axe AZ parallèle à sa base OB^ engendre par sa révolu- 
tion deux cônes tronqués opposés par leurfe base^. IVIais? si 
outre le mouvement de rotaiîbn , ce triangle a encorcdàtti ■ ^ 
le seûs de l'axe AZ ^ un mouvement de * translation fte|f 
^ue pour diverses portions dé révolution \ le plan de ce' 
triangle s'avance dans le sens de AZ^ de parties propor-J 
tionAelles aux valeurs angulaires qu'il a décrites ; et què^ 
de plus après une révolution entière le poiftt B soit en' Oj 
et le triangle en 0'F[ O*, et ainsi de suite. . • . ; ^e trianglô 
engendrera un solide qu'on nomme Vis. La distance AD 
Fappelle le pas de la w. Au reste , il n'est pas nécessaire ^ 
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que le polygone générateur toit nii' triangle : on peut 
employer aussi un rectangle ^ et on ^ alor9, une vis à 
filet carré. 

On nomme Ecrou une autre pièce sillonnée intérieure- 
ment comme la vis l'est elle-même en relief : Tun est pour 
ainsi dire le moule de l'autre ; dé sorte que Pécrou est le 
solide engendré par le polygone OHCBF j dans sa révo- 
lution autour de AZ , en s'avançant dans le sens de cette 
ligne , conime dans la génération de la vis. 

Fig. 49' ^^ vis n'est donc qu'un cylindre revêtu d'un cordon 
spiral de grosseur uniforme , et dont l'inclinaison , par 
rapport à la génératrice du Cylindre, est constante : l'é- 
crou , au contraire , est un solide creusé de la même ma- 
nière. L'une de ces deux pièces est fixe ; l'autre est mobile 
dans le sens de sa génération , et peut par là s'insinuer 
comme en rampant sur la première. 

Nous supposerons ici que la vis est fixe et que l'écrotr 
est mobile : une puissance P appliquée à l'extrémité d'un 
levier CB y tend à faire tourner l'écrou sur l'axe de la 
vis et dans le sens de sa génération ; il s'agit de trouver 
les conditions d'équilibre entre cette force et celle qui 
tirerait l'écrou dans le sens de l'axe. 

Fig. 48 104. On nomme Hélice la courbe que décrit autouc 
«t 5o. de l'axé^Z l'un quelconque des points du. polygone gé- 
nérateur , tel. que N, Cette courbe est évidemment tracée 
sur la «urfac£ d'un cylindre droit qui a jiZ pour axe , 
et JÎJV = 7?i pour, rayon de sa base. Béveloppons ce cy- 
lindre , et pour ceja formons le rectangle edcf^ tel que sa 
base de soit égale à fa circonférence qui a jBiV" pour 
rayon , ou d!r = cir. m = a »m. De plus construisons sur 
ce rectangle le développement d'une révolution entière 
de l'hélice décrite par le point N ; pour cela observons 
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qu^il réalité de la gébératioii de celte courbe qu^en pre- 
nant pour abscisses x des arcs de la circonférence de 
la base de ce cylindre, les ordonnées correspondantes y 
devront être comptées • sur la surface, suivant les géné-^ 
ratrices , et croître proportionnellement aux abscisses. Soit 
donc pns Tun des points d de yhélice pour origine ^ 
ed = hc = AD=::\;k hauteur du p^s de la vis que nous 
désignerons par h ^ y=i Ax est l'équation de la courbe. 
Ainsi on a visiblement pour son développement une droite 
qui forme avec Je un angle dont u^ est la tangente: et 
comme on sait d'ailleurs que cette droite doit passer par 
le point h qui répond à une révolution complette , on a 

-^ = -7- = . On concevra plus facilement ce déve- 

loppement en remarquant que toutes les tangentes me- 
nées aux divers points de Phélice se confondent avec db 
lorsqu'on développe le cylindre. 

Supposons que l'axe de la vis étant A^erticale, la Force P pj-^ /g^ 
qui agît sûr le levier CP soit borisontale et perpendi- 
culaire à la direction de ce levie^. Soit Q le poids que 
l'écrôu supporte , on la résistance qui s'oppose à l'effet de 
la force P et qui est parallèle à l'axé. Si l'écrou ne po- 
sait que sur l'un des points de la vis, ^suppose à une 
distance m de l'àxe , il serait placé en un point N d^ pig. 5o». 
développement de l'hélice qui le porte : or ce point, 
pesant autant que l'écrou , serait sur la vis comme sur 
un plan incliné hd^ La force M appliquée horisonlale- 
ment suivant MN , pour retenir ce point en équilibre , 
doit satisfaire à l'équation ( e n*'. 77, page 73) qui est itî- 

M=Q xA= . Lorsque l'hélice n'est pas déve— 

loppée , cette force M tu tangente au cylindre qui:coniîenl^ 



• > 
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Fig. 5o. rhëlice , «t perpendiculaire à la génératrice qui passe par 

Je point JV". 

Maintenant remplaçons cette force M subsidiaire, par 
la puissance P, qui est celle qui exerce effectivement son 
action ; et désignons par p la distance de cette force à 
l'axe de la vis , ou le rayon du cercle que tend à dé~ 
crire la puissance : pour que les deux (orces M et P 
.équivalent, il faut (97) que Ton ait Pps= Mm; puisque 
la force M est tangente à un cylindre , et qu'on peut 
assimiler le levier de la force P à la roue d'un treuil ; 
d'ailleurs les bras de levier sont m et p. 

Par là l'équation précédente devient 

Qht=zzifpP (n). 

io5. Jusqu'ici l'écrou a été réduit à un point pesant 
porté par une hélice : maintenant il s'agit d'axaminer ce 
qui arrive dans l'état physique des choses. 

Cette équation ne renfermant pas m , est indépendante 
de la distance à laquellc^le point pesant est supposé de l'axe; 
elle serait donc encore la même si on eût pris le pomt N 
ailleurs sur la vis. Cette observation va nous conduire à 
un résultat général : car cette équation serait «ncore vraie 
si l'écrou , au lieu de ne toucher la vis qu'en un seul 
point, la touchait en un nombre quelconque de points. 
En effet, dans ce dernier cas, chacun porterait une por- 
tion du poids Ç: ces portions étant désignées par Q% 
>Ç"„ etc. , on aurait (33) , Ç' + Q* + Q"' + c^c = Q. 
Mais, d'un autre côté, la force P qui porte le poids de 
récrou , peut être considérée comme la somme d'autant 
de forces partielles P, P^f etc. , qu'il y a de points de 
contact, lesquelles scro.ient employées à faire équilibre 
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respectivement à^chacun des poids Q% Q^, ..*.,. On aura Fig. 5o. 
donc les' équations • ( 

q'h=i2,wpP, Qffh=2wpFf, Q'"h=27rpP", etc. 

dont fa somme donne de nouveau l'expression (n). Ainsi , 
en général, dans V équilibre de la vis^ la puissance est à 
la résistance j comme [e pas de la vis est à la circonférence 
çue la puissance tend à décrire. 

Il est facile de conclure de la , que 

I^ La vis est une machine composée du levier et du 
plan incliné ; 

2^. Pour une même vis, l'effet est d'autant plus grand , 
que la force est appliquée plus loin de l'axe ; 

' 3". Pour deux vis différentes, et un même bras de 
levier, une force a d'autant plus d'avantage^ que le pas 
de la vis est mpindre. 

g. Du Coin, 

io6. Soit BD un prisme triangulaire de matière très- Fig: 5 h 
dure ; on l'insère par l'arête ou tranchant AB dans une 
fente faite à un corps , et frappant sur la tête ou face 
opposée DCj on le fait entrer avec force , et par là oh 
sépare les parties de ce corps. Cette machine se nomme 
Coin : on s'en ^sert pour fendre , ou pour obtenir de 
grandes pr<^ssidns ; les couteaux, haches, poinçons, dents | 
griffes, etc., sont des coins. 

Pour déterminer la grandeur de la force qu'on doit ap- 
pliquer à la tête du coin pour fthidre un corps , il est clair 
qu'il faudrait connaître d'abord ia résistance à vaincre : or 
cette résistance dépend d'une foule de circonstances par— 
iculières extrêmement variables , et qui ne sont presque 
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jamais connues. La théorie physique du coin est donc fort 
obscure, et on ne doit jamais s'attendre à établir rien de 
certain sur cette machine. 

Tig. 5a. Nous supposerons que la direction de la puissance Psoit 
f)erpendiculaire à la tête AB du coin , car on peut tou- 
jours , par une simple décomposition , ramener la chose à 
cet état. Cette force peut être considérée comme destinée 
à retenir le coin ABC , pressé en F et D par les parties 
du corps qui tendient à se rapprocher ; on retrouve donc 
ici la théorie du plan incliné , et les pressions en JF et D 
doivent (78) , dans le cas a équilibre, être perpendiculaires 
à BC et AC\ 11 suit de là que la résistance des points 
D et F rie peut détruire Faction de la force P, qu'autant 
que cette force peut être décomposée en deux autres Q eti{, 
qui passent par ces points , et dont les directions soient 
perpendiculaires aux.factt BC et AC du coin. Donc les 
trois forces P , Q et K datent concourir en ufi même 
point E , être dans un même plan ABC, et de plus satis— 
Jaire à la condition (18, I) 

p _ Q R 

fin. QER ~ s\n. PER ~" sin.PBÇ * 

Au lieu des sinus des angles QER , PER et PEQ , on 
peut substituer ceux de leurs supplémens C^ AelBf ou 
plutôt les côtés c^ a et ^ , qui étant opposés à ces angles 
dans le triangle BAC^ sont par conséquent proportionnels 

P O R 

à leurs sinus. On a donc = --^ = — r- p d'où oi^ 

ç a o 



tire 



R=:—Py Q=z—P (0). 

c ^ c 

Sr le corps est solidement fixé , et si la résistance qu'il 
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oppose à la séparation. de ses parties est connue, on pourra Fig. Ss» 
donc juger si Téquilibre alieu. Il suffira pour cela d^exami- 
ner, i<*. si les perpendiculaires élevées sur les faces du coin^ 
en leurs points jF et D de contact, concourent avec la 
force P en un point £ ; z\ si cette force , perpendiculaire 
à la tête AB du coin , est dans le plan de ces perpen- 
diculaires; 3**. enfin si les deux équations (p) sont satisfaites': 
ce qui forme QUATRE CONDITIONS. 

Mais ordinairement le colPps est simplement retenu par 
des appuis, et il importe de connaître comment ils doi- 
vent être placés et quelles pressions ils éprouvent. 

I®. Si le corps est fixé à un axe IK , et ne peut que 
glisser suivant sa longueur , on décomposera la force Q 
en deux autres , l'une Q// perpendiculaire & cet axe , l'autre 
Q^ suivant la droite FD qui passe par les points de con- 
tact. Soient a, ? et 7 les angles formés par BC^ AC et FD 
avec l'axe /JT, et faisons usage du théorème (18, I). 
Comme 

sin . Q^Fqil = sin Qf^FB = cos y = sin . R'DR^ , 
sin. q^Fq = sin (« + q^FB) = cos (* — y) , 
sin. RDR* =cos(ff+y), 

on trouve en ayant égard aux équations (p) 

_ , _. sin « a sin et, 

Ç' = (>. = p. ^ 

cos y i:cosy 

cos y C cos y 

6 COS y C cos y 



io6 STATIQUE. 

.Fig, 52. Pour Téquilibre , les forces Q^ et Ri doivent être égates , 
donc 

A sin « = ^ sin C. . • • .(/i). 

> 

sîn « €1 



Or dans le trianâ;le ICM. on a . ^ 

^ ' smC CM 

, CI b CA 



= — = -jçp7 > ce qui prouve que les trian-* 



CM 
gles ABC, CIM sont semblables, ou Tangle yfs=C, et 

Tangle Jî c=: a ; jB^ est donc parallèle à Taxe fixe IK, Telles 
sont les conditions d'équilibre. 

La pression sur Taxe est la résultante de Q'' et il", dont 
le point d'application est facile à déterminer (82) ; sa gran- 
deur est Ç''+ -^'S 4^^ ^^ vertu de l'équation précédente , 
se réduit à 

f 

— . (a cos a -|- 3 cos C), 
c 

-. i^.sin (* + €) 

ou Jr. ^i ^ 

csm « 

en éliminant a. Mais si on n'a pas Ç'=jR', c.-àrd. si AB 
n'est point parallèle à l'axe, l'équilibre n'a point lieu ; 
/i" et Q'f sont détruites , il est vrai ; il reste alors une 
puissance Ç' — R^ qui pousse le corps suivant FD y et 
tend à le faire glisser le long de l'axe. 

sl"*. Si le corps est simplement posé sur un plan IK ,- 
décomposons les forces Ç et il en d'autres parallèles et 
perpendiculaires à IK ; celles-ci seront détruites par la ré- 
sistance du plan ; pour que les premières se fassent équi- 
libre , il faut non-seulement qu'elles soient égales ; mais 
encore qu'elles soient opposées , ce qui exige que la ligne 
FD soit parallèle à IK , sans quoi le corps tournerait pour 
se renverser. Soient donc comme ci-dessus , a et C les 
angles que forment les faces BÇ tt AC avec le plan IK 9 
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ou avec la droite FD- qui lui est parallèle : on trouve^ • 
pour les composantes dans le sens de cette ligne» ••••• 
Q^:=Q sïn a y il' =::; A sin /8 , d'où Q sin a = £ sin iS, ce 
qui donne de nouveau Téquation {p). Ainsi , il faut encore^ 
pour r^^uilîbre , çue AB soit parallèle au plan fixe ; mais 
en outre la ligne FD , qui joint les points de contact ^ doit 
aussi être parallèle à ce plan. La pression exercée sur le 

■ plan est Q^ 4* -^^^ ou /Q cos « -{- -^ ^^^ ^ ) V^^ ^ réduit 
à la même valeur que ci-dessus. 

3**. Enfin si le corps ne contient qu'un point fixe placé 
en un lieu quelconque Nj on décomposera Q et 12 en 
deux forces suivant FD , et suivant les lignes menées du 
point N aux points F et D. Les premières composantes 
devront encore être égales entre elles, la pression sur Iç 
point fixe sera la résultante des deux autres. 

107. 11 arrive ordinairement que le triangle ABC êstFig. 5a. 

isocèle , et que le corps est simplement placé sur un plan 

qui le retient. FD est alors parallèle à ce plan (106 , 2!^.) ; 

aP 
et comme a = 3, on a jR=0= — . La force P doit 

^ c 

d'ailleurs être appliquée au milieu N de la tête du coin , 

pour que les trois forces P, Ç, jR concourent en un 

même point. Ç'et R' sont égales, aussi bien que Ç* et i{^, 

ftt que « et j8 , ^ et JS. On » donc , 

1®. Pour la pression sur le plan horisontal. • . «^ . . . • • 

aÇ"== — X aP cos « ; or 11 cosets=: BC xcos B^e; 

c 

donc cette pressiop est = P. 

3*. Pour les forces opposées Ç' et R% Ç' = — P sin « ; 

c 

or a sio «==la hauteur h du triangle ABC, dont AB est 

Ph 

la base ; donc Ç' = ; ou , la force P est à la risistanctf 
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Vif. 5a. QS comme ht tête Ai coin est à sa hauteur : d'aiUeais 
les puissances horîsontaies Q' et jR' se détruisent. 

En rapprochant cette exposition de celle qu'on a faite 
pour le plan incliné, il est facile de voir le rapport qu'elle 
a avec cette dernière, et avec la théorie de l'équilibre des 
voûtes. On reconnaît d'ailleurs qiie la force P agit à l'aide 
du coin avec d'autant plus d'avantage , que h est plus 
grand , et que c est plus petit ; c'est-à-dire lorsque l'angle 
C est plus aigu% 

10. Des Machines composées. 

io8. La plupart des machines que nous venons d'exa- 
miner sont , à proprement parler, simples. Mais il arrive 
souvent qu'une d'elles ne suffît pas seule à l'objet auquel 
on la destine : sdors on en dispose plusieurs ensemble de 
la manière la plus convenable , et la perfection consiste 
à employer les moyens les plus simples et les plus faciles. 
Kous ne pouvons ici entrer en détail sur les machines 
composées, et on peut consulter à cet égard des ouvrages 
dont l'objet est différent du nôtre (^ voyez les Traités 
des Machines de MM. Hachette, Lanz et Betancourt), 
Kous ne devons nous occuper ici que des moyens d'ap-r 
pliquer le calcul aux machines et de trouver le rapport 
entre la puissance et la résistance. Dans la vis et les 
roues dentées , nous avons déjà fait remarquer l'esprit 
de la méthode qu'on doit employer à cet effet ; nous 
allons la rendre • plus sensible par deux exemples. 

ï'iÇ' 55. log. De la Vis sans fin. Le cylindre qui a pour rayon 
erzsszTy porte sur son axe une roue dentée dont U rayon 
est Kc:=.k\ cette roue fait corps avec le cylindre , sur 
lequel est roulée une corde qui soutient un poids Jt : 
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Ime vlsAB^ dans une situation horisontale, est posée surFig* 55« 
deux tourillons ^ et D : le pas de cette vis est EFz=zh\' 
elle engrène a^ec la roue : enfin sur Taxe de la vis est 
une manivelle dont le bras est BÇ z= q. La force Q , 
en imprimant un mouvement à la vis 9 fait tourner le 
cylindre et monter le poids. Cette machine a été nommée 
.Vis sans fin. 

Proposons-nous de connaître, dans le cas d'équilibre, 
le rapport entre les forces jR et Ç , et la^ pression X 
exercée contre les filets de la vis. 11 est clair que piiiiisque 
l'équilibre existe entre les puissances Q et X^ on a (io5), 
AX=Q.cîr 9 ; pareillement on a pour l'équitibre entre n 
les forces H et X (97) , Rr = Xk en multiplianî ces deux 
équations afin d'éliminer X , on trouve 

Ainsi dans Véquilibre de la vis sans fin , la puissance 
est à la résistance comme le produit du rayon du cj-lindre 
par le pas de la vis, est au produit du rayon de la roue 
par la circonférence tjue décrit la puissance. 

iio. Des Haquets. On appelle HAQUETS les longues Fig. 54» 
Toitures qui servent au transport du vin et des autres 
liqueurs. Ces voitures consistent en deux fortes pièces 
de bois , unies par des traverses , posées sur un essieu , 
autour duquel elles peuvent faire la bascule , et prendre 
par là une position horisontale ou inclinée. A la partie 
antérieure est un treuil 9 destiné à opérer le charge- 
ment. 

Supposons le cordon AI parallèle au plan incliné LN ; 
nommons P le poids à élever, r le rayon CA du cylindre, 
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fl{. 54. f l'angle d'inclinaison du plan LN ; Q la puissance mo** 
trice ; enfin y le rayon du cercle qu'elle décrit 

Le plan incliné réduit le poids Pà Psin g (y, n*. 77); 
or, ee poids est mis en équilibre par la puissance mo- 
trice Q9 ^ Taide du treuil; on a donc (97) 

Çy = IV sin f . . . . (r). 

ïl arrive quelquefob que le fardeau qu*ôn veut élever 
est cylindrique , tel que le serait un tonneau ; alors une 
corde est roulée autour de ce tonneau , et Tune de ces 
extrémités est fixe en iV, tandis que l'autre est appli- 
quée au cylindre en A. Le pofds P faisant l'office d'une 
poulie mobile , est réduit à ^ P (g3) , et on a seulement 
Ç7 = i iV sin f. 



NOTES. 



("Les matières traitées dans ces cinq Notes 
ne sont pas comprises parmi celles qu'on exige 
des candidats à l'Ecole Polytechnique ; i)'est ce 
qui nous a déterminés à les placer à la fin de 
l'ouvrage. J 



NOTE PREMIERE. 

Sur le parallélogramme des forces. 

1 1 1 «Nous avons démontré que toute la théorie de Téqui- 
librere pose sur le seul principe de là o^mposition de deux 
forces en une. La proposition du parallélogramme des 
forces doit donc être regardée comme la plus importante 
de toutes , puisqu'elle sert de fondement à la Statique 
entière. Le calcul diCférentiel s'applique à ce théorème 
d'une manière si simple , que nous avons cru devoir re- 
produire ici la démonstration suivante , due à d' Alembert , 
( voyez les Mémoires de l'Académie des sciences | an- 
née 1784)" et qui. n'est fondée que sur ce principe. 

Lorsque deux Jorces sont égales , leur résultante divise 
V angle qvL elles forment en deux parties égales ( n^. i5). 
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**%• 9* Premier cas : les forces étant égales. 

Soient P et Q deux forces égales ; la ligne Az^ qui 
divise Tanglc PA^ en deux parties égales, est la direction 
de leur résultante. Soient z cette résultante inconnue, et^ 
Fangle zAP ou le demi-*angle formé par les puissances. 
11 est manifeste que 1^ résultante z est déterminée par les 
valeurs de é et P, avec lesquelles elle varie; en sorte que z 
est une fonction de è et de P, ou 

c'est cette fonction qu'il s'agît de trouver. Pour cela 
* concevons dans les mêmes directions AP^ AQ deux autres 
' forces p et ç , égales entre elles : leur résultante y sera 

donnée par l'équation t = Flp^ I), qu'on tire de la 

précédente en remplaçant Ppar ;?. Nous écrirons seul e'- 

ment que 

z==JP, et t=/p, 

parce que nous considérerons d'abord tf comme constant. 

Cela posé, si les forces Pet p^ Q ^^ Ç agirent en-- 
semble , le système de deux forces égales P^p^ Q ^^ j 
agissant selon AP et AQ , aura pour résultante ^ + z : la 
valeur de cette résultante s'obtient en substituant ci-dessus 
p+P à/?, et on trouve d'après 1« théorème de Tâylor 
( voyez le Cours de Mathématiques , n*'. 644 ) j 

d'où 

yp=pf'p + i P'f'p + tic. , 

I 

en remplaçant z et i par leurs valeurs yP, Jp, ht 
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f'p , fp , . . . . désignent,'- d'après U notation de Lagrange, Fig. à 
ies. dérivées de 7/? diï 'i*^» ordre , du a". , ..••••• ou 

Or le premier membre est indépendant de p. Il ne 
peut .donc être identique avec le second , qu'autant que 
celui-ci ne contient pas f ; car cette équation établirait 
une dépendance nécessaire entre les quantités P et p , 
ce qui est contraire à la supposition. Doncy^/? , y^//?, • . • • 
sont indépendans d« /r , ou constans ; puisque sans cela , 
les coeffîciens de P, P*, . • . . contiendraient p , qui ne 
pourrait pas disparaître du- second membre , du moins 
tant que P demeurerait arbitraire. Ainsi f'p = a , prouve 
que /"/? ,y'y^ , . . . . sont nul«. De là résulte yP=tfP=r: 
ce qui prouve que la rësfiltante z des deux forces égales 
P et Q ^ varie proportionnellement «ux composamtes ^ 
l'angle ^ demeurant fixe. 

Mais si les inclinaisons des forces varient, è n'est 
plus constant, et dans notre équation zz:^aP^ la quan- 
tité a doit changer ; en sorte que a est une fonction de ^ | 
que nous désignerons par 96 , ou 

£:=P<pé; 

c'est cette fonction^ qui reste à , déterminer. Pour cela 
traçons deux droites A je , Ay qui forment avec AP le 
même angle quelconque xAP-=zyAP= i , et décompo- 
sons la puissance P en deux autres x ei y dirigées suivant 
Ax et Ay. En considérant P comme r^ultanté tles deux 
forces égales x ety^ l'éqûatioti précédente devient 

P = a:<3pt, d'au z:=:Xi(pt*'ç6i 

Si on opère^poQB ^un^ pareille décompositioii, les forces 

8 
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Fig« 9» proposées jP et Q , seront remplaeëes par qnatre autres 
égales entre elles et h x ^ et qui feront deux à âsux 
avec Az les angles respectifs ê -{^ t et é — f . La résul- 
tante des deux premières esta?.^(# + «)f toujours d'a- 
près réquatiou ci-dessus : celle àts deux autres forces est 
«.ç (•*—!). Donc 

mettons pour r sa valeur et réduisons, nous obtien- 
drons ; pour déterminer ^ , la relation 

Cette détermination est assez embarrassante en continuant 
de suivre le procédé donné par d'Alembert ; c'est ce 
qui nous porte à préférer la méthode suivante d«e à» 
M. Poisson j qui est parvenu d'une manière très-ingé- 
nieuse à éviter une intégration assez pénible. 

£n développant le second membre de notre équation 
par le théorème de Taylor, il vient 

fé.q)! = <pf -j- i.(p'^ + "1 i».(p"a + etc. 
+ <P* — i.^'^ + i l'.q)** — etc. , 
ou 

<pl.^c=:2{ ^«+ — ç'fê-\ ^-7- . ^'^«+etc.), 

et divisant tout par (pé, 

<pi = a <i -J . — — -I TT^ — J-etc. J. 

^ i * a - çé a.3.4 ç9 y 

On peut voir , comme ci-dessus , que puisque é n'enue 
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pas dans le premier membre , ^ . . . , sont'in-Fîg. ^ 

dépendans de ^, ^'est-à-dire 9 constans : ainsi (p^ = ^.(p^ ; 
d'où , en différentiant , ^'^é :^=k.çff6 = /c',(p(f i 4e même 
ç^^é = A4,(pé« • . • et ainsi de suite. Donc 

Or il est clair que ce développement est celui du cosinus 
de l'arc g^^^^k {voyez le Cours de Mathématique^ , 
n«». 679 et 65o ) : donc (p£ = 2 cos ( i y/ — k) , et comme 
k est une constante indéterminée , nous remplacerons 
V"^ ^ V^^ ^ 1 ^^ ^<^^s auront " 

;? == a P cos ( i d ). 

La lettre h représente d'ailleurs une valeur numé- 
rique , qui est enCore inconnue , et qu'il fi'agit de 
trouver. Pour cela attribuons aux forces des directions 



\^ 



telles que tf=-^, ir désignant la demi- circonférence- 

dont le rayon est un : nous aurons r= 2P cos (^t) 9 
d'où z = o ; or on sait que la résultante n'est nulle qi)e 
quand les forces soAt opposées (lô) ; ainsi la valeur ptise 
ci~dessus pour ^ doit ^tre égale au quadrans ^ ou ^ 9 : 
dlonc ^ = I , et on a 

z=;2Pcos é. 

Or, si sur les directions AF ^ AQ de nos forces, nôusFigr 7- 
prenons des longueurs égales AD et AH pour les repré-* 
senter , DH sera perpendiculaire sur la direction AG 
de la résultante. Or le triangle rectangle AI}E , dans le- 
quel l'angle DAE :=2 ê , donné AE t=3 AD cos I ; donc 
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• z aAE 

T 

Il suit de là que si on prend EG = AE ^»a! et P seront 
dans le même rapport que jiG et AD, JUnsi la résul-^ 
tante z sera représentée par AG qui est visiblement la 
diagonale du rhombe construit sur les parties AD^ AH 
qui représentent les forces P et Q. Nous retrouvons ainsi 
le théorème ( i8 , IV ). Voyons comment on peut trouver 
auss^ les autres propositions dont celle-ci n'était regardée 
que comme une conséquence. 

Deuxième cas : les forces étant à angle droit. 

fig. 8. Soient P et Q les forces , et AR la direction de leur 
résultante. Menons la droite IK qui forme Tangle., . • 
DAI=zPAIi = t; KAQstn égal à QAR et complé-^ 
ment de 6, Cela posé , on pourra remplacer la force P par 
deux autres dirigées suivant AI et AR ; et de même Q 
par deux forces agissant selon AR et jiK ; Téquation 
précédente donne pour la valeur de ces composantes 



et 



a cos é ' 2 sm 



Les forces P et ^ seront donc remplacées par quatre 
autres ^ dont deux opposées devront se détruire pour que ' 
AR soit la résultante ; les deux autres' s'ajoutent. Donc 
on a d'un côté P sin é = Q cos $ , ou Ç = P tang $ ; et 
de l'autre P= R cos , Q z= R sin $. 

Or si on prend sur AP et AQ des parties AD e^ AH 
proportionnelles à Pet Q, en achevant le rectangle j^jMGD, 
onobtient dans le triangle AGDy 

DG;=zADvingé'y AD=AGcosé\ 
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en désignant par é' Fangle formé far la diagonale AG et 
le côté. Mais puisque DG et jID sont dans le métne rap-* 
port que Pet Ç, U première de ces équations devient 
Q = P tang é'^ donc =: 0' ^ la seconde donne 

AD P 

= C05 $ == 



AG ^ R 

Ce qui prouve qa6 la résultafnte est représentée tn .gran-* 
deur et en direction par la diagonale du rectangle. n 

Troisième cas : les forces étant quelconques. 

Soient encore sP et Q les forces faisant entre elles Fig. lo^ 
Pangle «s , et -411. leur résukante formant avec ces forces 
les angles § et f . Décomposons ta force Q en deux autres 
dirigées . suivant AK et AP à angle droit; cTlés sont 
Q sin a et Q cos a. Par là on doit composer les dëu)c 
forces rectangulaires Qsin« et P+Çcos*. L^équatîon' 
Ç=il sin è trouvée ci-dessus devient ici Q sin *=:jR sîn^-* 
Or on peut visibldment y changer Q en Py ti é en t : donc 
P Q jR - 1 • 1 1 ' 

on a — :^ =-*r^: — ats — r— — ; ce qui reproduit le theo- 

sin t sm 6 sin a ^ - » 

rême (i8, I). • 

Du rçste en prtenapt AH et AD proportionnels à Pet Ç, 
if est visible que si on forme le rectangle KL sur AtH^ 
deux forces représentées par AK et -4t remplaceront la 
puissance Q ; en sorte que si on prend DI ss ÀZ 9 oa 
aura à composer deux forces proportionnelles k^AK et 
AI; ainsi la diagonale AG du rectangle A"/ représentera 
la résultante des deux forces rectangulaires qui rempla- 
cent P et Q : mais HADG est un pacallélogramme,;. 
donc la résultante cherchée est représentée par cette dia- 
gonale ; ce qui reproduit le théorème (17). 
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NOTE IL 

t , 

.. ..I *. . . - 

Sur l^équilibre d^un corps solide, so£licité par 

DES forces quelconques. 



^ï 13. Considérons d'abord le cas où ks forces sont dans 
un mên>e plan , que hous^ prendrons pour celui des rç)^. 
Soit donc une figure plane solide^ sur les divers points de 
laquelle agissent des forces P*^ P''^, ... ..situées dans le 
plan de cette figure ; désignons par jc%y ; a:", j^// ;.••. 

liB5 coordonnées de ces points,, et par «', ti^^ les 

angles que ces puissances forment avec TaxÇjdes a:. Si 
on décompose JP^ en deux forces parallèles aux axes, on 
aura X' et JP pour les* composantes ; de, n^ême X'^ et JT" 
«eront celles de P^/ , et ainsi de suite : de sorte qu'on- 
trouvera (i8, V) _. . ,' , " ,. 

P' cos a' =s= X' ," ^ Ff cos «^=: X^% --etc. 
Fsin«' = P,- PV sin ct//= r^ . etc. 

Nous aurons ainsi deux groupes^de forces parallèles aux. 
axes ; il sera aisé de composer chacun d'eux en une seule , 
diaprés ce qu'oQ a vu à îa fin du n**. 38. En désignant 
par X la résultante des forcés parallèles aux x, et par b 
sa distance à cet axe; par Y et par ât"lçs mêmes choses re!a- 
tivement à 1 axe des y \ on obtient 



X i=X' :+'X^^^ •+etc. 
Xb = Xy + X"j//+ etc. 



ra= Fi;' + FV/+ etc. 



Il est maintenant aisé de composer les deux forces X et f 



/ 

I 
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en une seule , qui sera d'ailleurs apj^llquée en. leur point 
Je concours , dont les coordonnées sont a et b. Pour 
faire cette composit^n , il suffit de remonter aux équations 
B y C et D du n^. 22 , en y regardant X et K comme 
connus. 

Comme le point d'application de la résultante cher- 
chée R peut être indifféremnient l'un quelconque de ceux 
du corps solide pris sur la direction de «ette force , i^ous 
allons chercher l'équation de la droite suivant laquelle elle 
est dirigée. Cette droite passe par le pomt dont a et b sont 
les coordonnées, ainsi l'équation est j-— i-ô=tanga(a;— u»), 

ou r à cause de tang a z= -^ j , 

Xf — Yx = Xb^ra; 

ej(ifin mettant pour le second membre sa valeur, 

Xy—r^zs=Xy'—rx' + X'iyn^Y^x'f + «te. 

Ici X tl y représentent les coordonnées du point d'ap- 
plication de la résultante. Observons que X'y' — Y^x* 
est la différence des momens des forces X* et Y par 
rapport à l'origine , et on sait (26) qu'elle est égale au 
moment de leur résultante P'' (parce que les forces X' et Y 
tendent à faire tourner en sens contraires ) ; 51 en est 
de même^ des autres termes de l'équation. Soient donc 
p\ p^ ,. ..r^ les longueurs des perpendiculaires abaissées 
de l'origine sur les directions des forces P'^ P'^» •. •Rf. 
l'équation précédente équivaut à jRr=P'p'+-^'/^'''H" ^^C 

Ainsi on a les trois^ équations 

* 

X=X' +X" +etc„ 

Y^r +Yn +etc., ._J 

ilr=P/?'+PV+ctc. / , ...a 



,* 
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On observe que ce résultat n'est autl'e chose que la réa- 
nion des équations (j^ et (jP) f n^'. 22 et ^5 , et que le 
théorème des momens, qui était une conséquence des 
premières lorsque les forces conGoujroient en un point 
unique , entre ici comme une des conditions nécessaires. 
Les signes de cette équation doiyent d'ailleurs être déter- 
minés de la même manière que loMque les forces con», 
couroient , puîsqse le produit P^p' , par exemple , est 
introduit ici comine provenant deg forces X', Y% qui con- 



courent. 



} (-) 



Représentons la somme des momens des forces par n y 
et nous aurons ^ 

iicosçi=X, RsinaziziY^ 

Rr:=zn = Xy — ra;. 

Les deux premières , traitées comme dans le n**. 22 f 

déterminent la grandeur et la direction de la résultante; 

et la troisième étant l'équation de cette direction , en fixe 

la position. D^ailleurs elle donne pour la distance r de cette 

II 
droite à roriginc, ri=,-=-^ ce qui fournit, si on veut, 

un autre moyen de la construire , puisqu'elle doit faire 
,ayec l'axe des x l'angle » , et être tangente au cercle décrit 
de l'origii^e comme centre avec le rayon r (*). 

■Ml^—' " / ■ ■ I ■ ■! M I I . I II 11- I ■■ I I I I II M — ^1— ■ — ^M^Hi.«a^^ 

r 

(*) La manière dont nous sommes parvenus aux équations (») ne 
permet pas de conclure quVlIes aient encore lieu lorsque les forces 
parallèles à un des axes rie peuvent être réduites qu'^à deux égales eï 
non diamétralement opposées. Ainsi , Iors4|ae \S% -X" . . . cquivalem à 
2l^ et — 3!^, en composant JT, avec K , et leur insultante avec 

— JST , on verra bientôt que les équations (a) subsistent , en faisant 
J5r= o. Pareillement si ett outre y\ JT'^ .... ne peuvent aussi se ré- 
duire qu'à K et — ' P"^ , en composant X^ avec 1^, , puis — -a, et 

— JT , on a deux rcftnitantes qui se détruisent ( si elles ont même ^û ec- 
tiou ) , ou qui sont pctfallèies et opposiées. Or , en Élisant X =: o et 
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n3. Examinons les conditions d'équilibre du système 
qui vient de nous occuper. Pour cela ,. si on en ôte l'une 
des forces f telle que PC"), l'équilibre ne subsistera plus, 
et il sera toujours possible de composer les autres puis- 
sances en une seule R; R sera déterminée de grandeur 
et de position par les équations («) : et pour que la force 
PC**) produise l'équilibre, il faut qu'elle soit égale et 
directement opposée à la force R, Ainsi jR = — PC") , et 
l'équation Xy — Yx=zn de la puissance jR , doit être 
aussi celle de la force PC*). En pa3sant tout dans un seul 
membre, et bbser^'ant que JP^ — Xr est=jRr= — PWjpC"), 
on en conclut que les équations d'équilibre sont au 
nombre de trois , savoir : ' 



Y' +Yff + etc. =: o 



) 



X' +X^ 4-etc. = 

:. = o 
Py+p/y/4.etc.=:o ( 



(/S). 



ou Xy— r'a;'H-X//y"-.F'a?"+ etc, 

Nous avons omis ici les termes en PC"),, parce qu'ils sont 
de méine forme que les autres. 

Pour appliquer ces équations à^ un exemple , cher- 
chons la pression qu'exerce sur un axe, fixé en deux de ses 
points, une fojrce parallèle à cet axe. L'axe AB étant retenu Fig. 55. 
sur deux tourillons A et B, le problême revient à demander 
quellessont les forces qu'il faudrait appliquer en uitlB pour 
retenir cet àxe, sans le secours des deux appuis fixes, lors- 
qu'une force R parallèle à AB agit de C vers D sur le corps* 
qui est retenu par cet axe. Faisons AC:p=^BD-=r^ ABz=m; 
concevons en A deux forces JWet Q dans les directions 
AM et AQ de l'axe et de sa perpendiculaire , et agissant 

I 

1^ = O , on trouve /{ = o et r = oo , en sorte qu^on recoonak ce ca$ 
singulier à ce caractère. 



J 
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de A vers M et vers Ç ; puis en B la force S dirigée 
suivant ^«S*, perpendiculaire à l'axe et de B Vers 6' (*). Il 
s'agit de déterminer les trois forces Ç, Met *S, telles qi? elles 
détruisent la puissance B, Or si on prend A pour origine, 
AB et y4C pour axes, les équations (/3) deviendront 

B — M=o^ S—q~o^ Br^,Sa = o; ' 
d'où . B = Mj S=Q=—. 

. a 

Ainsi Taxe est sollicité dans le sens AB , comme si la 
force B agissait suivant cette même droite ; de plus l'axe 
tend à tourner sur les points ^ et ^ en sens opposés et 
avec une action égale , dont la valeur est connue. 

114. L'équilibre pourrait aussi avoir lieu en supposant 
que le plan mobile soit fixé en l'un de ses points , de sorte 
qu'il ne puisse prendre qu'un mouvement de rotation 
autour de ce point. Or pour qu'il y ait équilibre, il n'est 
plus nécessaire que les forces s'entredé^ruisent ; il suffit 
que leur résultante soit dirigée vers ce point , car alors 
elle sera détruite par la résistance qu'il oppose (i3). Il 
faut par conséquent que les coordonnées ^de ce point mises 
pour a; et ^ dans l'équation de cette résultante satisfassent 
à cette équation , si on veut que la droite suivant laquelle 
cette résultante agit soit dirigée vers ce point. Prenons^ 
le pour origine d^s coordonnées, alors a? = o et^=o , 
donnant 11 = 0, il s'ensuit que pour V équilibre il suffit 
quf la somme des momens soit nulle par rapport au point 
fixe, ou 



/ 



(*) Les forces ÎW, Q et S sont appliquées aux poirïfs fixes AetB* 
de la manière la plus générale que le système puisse comporter. QilMnt 
aux sens suivant lesquels on dirige l'action dff cçs forces, ils sont 
ici présupposes : mais si on leur eût donné toute »utre direction- , W 
Cdlcul même aurait rectifié les eiTeors. 
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ptpf -f- piipH -I- etc. = O (y), 

ainsi on retrouve le théorème du levier('Vo;^. n*»*. ^5 et 84). 

Si l'équilibre n'a point lieu dans le système libre , 
on l'établit aisément en introduisant une force dont la 
grandeur et la. position soient déterminées par les con- 
ditions que nou§ avons examinées ; mais sj le système a 
un de ses pomts fixe , comme on peut le prendre pour 
origine , il suffii:a d'introduire une force P qui satisfasse, à 
l'équation (y). En désignant p?ir p la distance de cette 
force au point ÇiyiCj on devra donc prendre P ci p telles 
qu'on ait Pp -|- P'p' -|. Pf^p'f + etc. = o. Or cette équa- 
tion ne faisant connaître que l'une des deux quantités Pet/7, 
l'autre est entièrement arbitraire , ainsi que la direction 
de la force jP : donc le problème est indéterminé. Dans 
ce cas on peut exiger que les quantités inconnues satis- 
fassent à certaines conditions, telles que de donner à la 
pression sur le" point fixe une grandeur et une direction 
détérminées4«..etc. • . »/ 

Il 5. Concevons dans l'espace un Xorps solide dont les 
divers points soient sollicités par un système de forces 
quelconques, et désignons comme, au nP. 28, ces forces 
par P', P". . • . ; les aTigle^ formés psçr la 'direction de la 
force P' avec les axes des x , des y et des z par afj /g', y'; 
de même «^, &f^ y^, pour la force P^.y<et ainsi des autres 
puissances. Comme ici ies forces ne sont pas supposées 
concourir eaun même, point , la position de chacune doit 
être .en outre détermiaéç p^r celle d'un, dçs points de sa 
direction, tel que sou poÎBtt d'appui ç^^tipn ; ati système. 
Soient donc a?', jr', «' les coordonnées du point d'appli- 
cation de la force P'; *^^y, z^ pour-^celui de P//, etc. 

Décomposons chaque force , an point même ou elle est 
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appliquée, en trois autres respectivem^t parallèles aux*, 
aux y et aux r ; soient X', T et Z' les trois composantes 
de F' ; 4e même soient X^, F/, Z^f les composantes de 
IP^^y etc. •. . c'est-à-dire faisons 



\ 



\ 



P;'cos*' = X'; iV/ cos a// = X// ; etc. . 

P'cosff'rzrr'; i*^ COS ff^ = T* ; etc. 

P' cos y' = Z\ ; PV cos y// = Z^ ; etc. 



Cela posé, concevons qu'on ait pris datfi lé système tin 
plan fixé au corps solide et mobile avec lui ; prenons ce 
plan pour celui des xy : prolongeons chaque force jusqu'à 
sa rencontre avec ce plan. Les équations de la droite sui- 
vant laquelle agit la force JP' sont 



î 



X^ T' 

On verra , ( coname aa n*». 29) que ^i?;;,—- , B ==z *^-. 

Z ' Z' 

Or pour obtenir le point .où la droite rencontre le plan 

ay^ il faut faire ^5=0, ce qui donne pour les Gopr*r 
donnée^; a' et V de , ce point 

£n changeant les açcens , oia a les coordonnées des points 
analogues pour les autres forces. .Concevons donc chaqiie 
puissance^ a[>pliqu«e en son point de rencontre (i 3} avec 
le plan ^ ; et déeomposons-la ^n deux , l'ime située dans 
ce plan et l'autre perpendiculaire à ce plaxi. Nousattrons 
ainsi deux groupes de forces, les unes placées .dans le 
plan xy^ et les autres ( égales à Z^; Z^f . . . . ) parallèles 
à.l'axe des js. Or l'équilibre ne peut avoir lieu à moins 
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qu'il n'existe séparément dans chaque groupe (*) ; cher- 
chons les équations qui expriment cet état. 

i\ Les forces parallèles aux z doivent satisfaire aux 
trois équations ( S , pag. J^s.) ; et comme la force Z' est 
appliquée au point dont af et b' sont les coordonnées, on 
a pour les momens de Z', Z'a' et Z'3', ou Z^x'—X'z" 
'^ et Zy — F'z'. Il en est de même des autres forces Z'^ etc. ; 
ainsi on a 

Z^ -f-Z" -l^etc. = 0, 
Z'x' — X'z' + Z^fxff — X»zi^ + etc. =r o , 
zy '^Y'-z' + Z^fyl r- Y''^'^ + etc. := o. 

a*. Les forées situées dans le plan ocy , doivent satis- 
faire aux trois équations (/S) , n**. ii3. Décomposons donc 



(^} En effet , 8*il n'en est pas ainsi , il ne peut arriver qiie les trois 
cas soivans : lo. Si cha^e groupe est réductible à ime seale force y 
récjuilibre ne peut avoir li«a. 

a<*. Si Tun des deux groupes, par exemple celai qui est dans le 
plan ay, n'^t r^ctible qu'à deux forces (3a, III) parallèles , op~ Fîg« 19. 
posées et ^ales, représentées par PttM ( fig. 19), «t que l'autre 
groupe ait une résultante unique Z» Soit C le point où Z rencontm 
le plan xjr. Menons une droite quelconque ACy e,i décomposons la 
force Z, en deux autres S ei T parallèles et appliquées aux points 
^ et i? 011 cette droite rencontre P etR: composons S et P , puis 
Yet R: il n'y aura pas équilibre entre les deux résultantes , puis- 
qu'elles seront situées dans des plans parallèles. 

3«. Enfin si chaque groupe n'est réductible qu'à deux forces, pa- 
rallèles et op{>oséeS ; soient P "bt R les deux premières , après avoir 
décomposé comme ci-dessus .chacune des deux autres, qui sont per- 
pendiculaires au plan PABR , en ^eux forces qui rencontrent l'une 
AP , l'antre AR ; on aura deux groupes, de trois forces qui seront 
dans des plans parallèles, chacun pourra étrg composé en qne seule; 
ainsi on retombera dans le même cas. 
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chacuile de ces forces en - deux autres parallèles ant x 
et aux y ; celles qui proviennent de R sont visiblement 
égales à X' et Y^ ; Xff et Y'f proviennent de même de 
P//, etc. Ainsi ces composantes sont celles qui entrent 
dans les trois équations (jS). On devra donc y changer 
seulement a:' et j*' en a' et b^ ; x^f et y*' en a" et è'% etc. ; 
par là on trouvera que la quantité Xy — Y^x' ne change ^ 
pas : ainsi les trois équations (^) sont encore vraies ici 
.sous les mêmes formes. 

On a donc , pour exprimer l'état d'équilibre d'un corps 
solide libre, les six équations 

X' + Xfl + X" 4- etc. = \ 

r> + r<^ + F" + etc. =;o Y -W- 

Z' + Zll + Z»f + etc. =o ) 

X'f — Y'x' + X//j" — Y'fx^f + etc. = G \ 
X'z'—Z'x' + X^zU — Z"xfl +'iiic.=.o >....... (O- 

zy — F'z' -+- 2:*y/ — r//^// + etc. = o 5 

Les trois équations (^),sont celles qu^'on a obtenue» 
n**. 3o, lorsque les forces concouraient: ainsi ces équa- 
tions expriment, que si on transporte les puissances pa-- 
rallèlèment à leurs directions pour les appliquer à un même 
point , V équilibre subsistera encore. 

Mais cette condition ne suffit pas pour que les forces s'en- 
tredétruisent, et il faut, en outre, que les trois équations («) 
aient lieu, X' et Y' étant les composantes de P^ parallèles 
au plan xy , Xy~ Yx' est la différence des momens d& 
ces composantes, respectivement . par rapport aux deux 
autres pUins coordonnés. Donc la i"^'. des équations (e) 
indique que la somme des momens des composantes pa- 
rallèles aux X , par rapport au plan des xz , est* égale 
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à la somme des momens des composantes parallèles aux^, 
relativement au plan des yz. Le terme de moment est 
pris ici dans Tacçeption que nous lui avons attribuée, 
n<*. 38. \a^s deux ai^lres équations s' énoncent d'une ma- 
nière analogue. 

Ainsi lorsqu'on a décomposé chaque force en trois 
autres parallèles aux axes, considérant deux des groupes 
de composantes, et les plans coordonnés qui leur sont 
respectivement perpendiculaires , si on prend les momens 
de chacun de ces groupes, par rapport à celui de ces deux 
plans qui lui est parallèle , il faut que les sommes de 
ces momens soient égales entre elles. 

Prenons pour appliquer ces formules , le cas oit les 
puissances P', P^/, • . • . sont parallèles : on a a' = «//==. . . • 
/8'= /8" = . . . . y'=y"=. . . . ainsi les trois équations (^) 
deviennent,^ 

P' + p// 4. etc. = o, 
les équations (i) se changent en 

(joy+Fy/4. etc.) cos *= (P'a/+P"a;<'+ etc.) cos /d, 

. (P'ir'+ P"z"+ etc.) cos a == (P'a;'+ !P"a;"4. etc. ) cosy, 

(Py-|-p//j//+etc.) cosy = (PV+P'V+etc.)cos/3, 

en divisant l'une par l'autre deux de ces équations, on 
obtient la troisième, qui sq trouve être la conséquence 
des deux autres : ainsi ces trois équations n'en forment 
que deux distinctes. En recourant à la note de la pâg. 18, 
on se convaincra aisément que les deux dernières équiva- 
lent à celles de la pag. 42- 

La démonstiration que nous venons de donner suppose 
•qu'aucune des forces n'est parallèle au plan xy ; mais 
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il est aise At Tapplicjuer aussi à ce cas : car si Pùne Aes 
forces, telle que'P', a cette direction, on peut mener, 
par le point d'application de la force P, une droite pa- 
rallèle aux ^ , et ajouter au système dans cette direction 
deux forces P et Q égales et opposées. En composant 
Tune d'elles, Q P^^ exemple, avec P^ on obtient une force 
unique S; de sorte que la force P^ est ainsi remplacée 
par deux puissances P et S qui rencontrent le plan xy. 
Ainsi nos six équations devant avoir lieu , il ne s'agit que 
d'y mettre pour chaque terme provenant de P^, deux 
termes analogues en Pet S, Mais il est clair que cela ne 
changera rien à ces équations, puisque la décomposition 
de P et iS reproduira les mêmes composantes que P, Q 
et P ; ainsi les deux premières donneront des termes qui 
s^entredétruiront , et il ne restera que ceux qui viennent 
deP'. 

ii6. L'équilibre peut exister sans que cependant les 
forces s'entredétruisent ; car si le système contient un 
axe fixe ou un point fixe, il suffit visiblement que toutes 
les forces équivalent à d'autres qui soient dirigées vers » 
cet axe ou vers ce point. 

1^. Si le système est retenu par un axe fixe , que nous 
prendrons pour celui des z, en prolongeant chaque force 
jusqu'au plan xy , et la décomposant comme dans le 
n^. ii5, on voit que les puissances paralfèles à l'axe fixe 
ne peuvent produire le mouvement de rotation, le seul que 
le corps puisse prendre ; il est donc inutile de les consi- ^ 
dérer.. Ainsi il suffit que les puissances qui agissent dans 
le plan ay soient en équilibre autour de l'origine fixe. 
Mous avons vu (ii4) que cette condition entraînait pour 
conséquence l'équation (y) ou 

yy — FaK + X^yf — r^x-» + etc. = o. . . . (O » 
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iâqueile ii^exige d'ailleurs auCun changement pour être 
appliquée au cas présent. On en conclut que , pour qu^un 
t:orps solide soit en équilibre autour d'un axe ,fixe , il faut 
çue les deux groupes de composantes qui sont dans des 
plans perpendiculaires à cet axe aient les Sommes de leurs 
momens égales par rapport à deux plans rectangulaires 
passant par Vaxe, 

• >-« « • 

Si on considère que X^ et Y' sont des composantes de 
P' parallèles aux x et aux y ; que d'ailleurs dans le plan 
qui contient ces composantes ( il est perpendiculaire à 
Taxe fixe et passe par le. point d^application de P' ) , X^y 
et Y'x' sont leurs momens par rapport au point où ce 
plan coupe l'axe , on voit que Xy' — Y'x' est le produit 
de la composante de P^ dans ce plan par sa distance à 
Taxe: Bien entendu que ce produit auta le signe de 
Xfy — Y'x', Ainsi il sera positif pour les forces^ui 
tendent à faire tourner dans un sens, et négatif pour les 
ajilres. ' 

Tout corps solide retenu par uti axe, et sollicité par dei 
pfltssànces, est c&qu'on nomme en général un Levier : la dis«- 
«ance <d'uti« force à l'axe «st son bras de levier. On peut donc 
dite qtw , pour qu'unjèner soit en êquéiibre ,- il faut qu'a-^ 
près atfoir détùmposà chaque puissance en deux , Vune pa^ 
rtMèU à Vusce fixe^ Vautra dans un plan perpendiculaire à 
cet axe, la somme diss produits de ces- dernières corriposantes 
par leurs brcis de léviôr soit nulle^ On trouve donc ainsi 
le^ cxmditions d'équilibre du treuil et du levier, considérëi; 
dans im état de généralité plus grand que nous ne l'avions 
fait d'abord ( n»-; S\ et 97 ). 

a^. Quand le système est retenu par un^point fixe , que 
nous supposerons ^ l'origine des coordonnées , la condition 
pf^édente doit encore visiblement avoir keu ; mais die nt 
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suffit pas , car les forces Z% ^".... parallèles aux z ne sont 
plus inutiles à considérer: il faut que leur résultante passe 
ausèi par l'origine. Or dans le n<*, 1 14 r ^% ^' » ^"» ^'(•- • ^ 
désignent les distances de ces forces Z', Z".... aux plans 
des yz et des sêz : donc les momens de leur résultante .( 38) 
sont Z'a! + Z^^a^ + etc. et Z'I/ + Z^'f + etc. Ces 
sommes devront donc être nulles pour que la résultante 
soit dans ces deux plans. Ainsi , outre la condition du 
n**. précédent , on a encore deux autres équations. En 
les mettant sous la forme convenable ^ on voit que pour 
<iuun corps solide soit en équilibre autour de Voriginejixe, 
il faut que les trois équations (e) aient lieu. 

On désigne les équations . ( J^ et « ) par des dénomitia- 
tiqjis tirées de leur çatùre ; ainsi les premières spnt nom- 
mées équations de translation^ puisqu'elles sont destinées 
à indiquer que si le corps était réduit à un poi|[it , il ne 
serait pas animé fl'un ipouvement de translation : on - ap- 
pelle les autres équations de rotation , parce qu'elles e;c- 
priment que le corps n'éprouve point de rotation. 

- En rapprochant ce théoréisie de ce «{u'on- a-^u «irdesAfis^ 
on remarque que, x\ pour quun tof^s. soli4fi wdt.£n 
équilibre autour tfui^ point fiaçe^ il Jmit (jufi Us fottCffs.qM 
agissent sur ce\ c^rps remplissent Us . trois condiiiQns.aifx-^ 
iquelUs il serait assujétt, s*ily avait troi^axesfisàeirek^àA-^ 
gulaires passant pars.ce .point ; a°. pour quun. coirps soUde 
libre soit en. équilibre^ il faut que. hs puissances, qui M 
sollicitent satisfassent aux conditions nécessaires, pot^r^^ 
V équilibre ait 'lieu azitour d'un pohu fixe ^\et qu'en* aiUée 
si on transporte les forces pçtrallèhmiènt à eUes^^^mtk 
pour les appliquer tout-es en un même point ,, V équilibre ait 
encore Lieu dans cet état. 

^iUj. Suppp^pias ^u'il n'.y aît.pas.éjjuilibre .dans te.>y^ 
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tême , et que cependant il n'y ait qu'une seule résul- 
tante R ; c'est-à-dire qu'en y introduisant une force égale 
et directement opposée à cette résultante , l'équilibre ait 
lieu. Soient X^ Y et Z les composantes de R , les six 
équations ( /" et « ) devront donc être satisfaites lorsqu'on 
y comprendra les trois forces — X , — 1^ et — Z, Les 
trois premières équations , traitées comme à la page 26 , 
conduisent aux valeurs (H) qui déterminent encore ici la 
grandei^ et la direction de la résultante : ainsi il ne s'agit 
plus que d'employer les trois équations (i) à la recher- 
che des coordonnées x ^ y tt e du point d'application 
de cette force R, , . 

Pour abréger, faisons 

£ = ( Xy — Tx» ) + ( X'^j^'^— Y^xif ) + etc. 
M= ( Z'x' — X'^' ) -f aZ^xff — X" z// ) + etc. 
2V = ( r z' — Zy ) + ( F'z" — Zllyll ) + etc. 

X, JT, Zj X, ilf et iV représenteront des grandeurs 
connues, et les équaticnas (1) donneront 



équations qui doivent servir à déterminer x^y^ z. Pour 
cela il faut pratiquer l'élimination. Mais Â on élimine 
deux de ces quantités, la troisième disparaît d'elle-même : 
ainsi en multipliant ces équations respectives par Z , Y 
et X , et ajoutant , on a 

JL^ + ^/r + ivx= o. . . .(0 , 

équation entre les données du problême , sans laquelle 
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les trois relations précédentes ne peuvent avoir lieu à-la- 
fois , et qui , lorsqu'elle est remplie , désigne que , des 
trois équations (f), l'une se trouve comprise dans les 
deux autres : de sorte qu'elles ne peuvent déterminer 
que deux des coordonnées x^ y ^ z, du point où la ré- 
sultante est appliquée , et que la troisième est arbitraire. 
Mais si l'équation {6) n'a p^ lieu, les relations (9) ren- 
ferment des conditions contradictoires ( ifoy. mon Cours 
de Mathématiques , n®. 116). D'où on conclut que , ZV- 
quation (tf) exprime, entre les données du problème , une 
condition nécessaire pour que les forces soient réductibles à 
une seule, 

11 soit de là qu'i//i système de Jorces dans l'espace ne 
peut en général être mis en équilibre avec une seule force ; 
mais que lorsque Vétjuation de condition (é) est satisfaite , 
il y a en eifet une résultante unique ; les équations (H)^' 
pag. 26 j en donnent la grandeur et la direction : on 
peut d'ailleurs prendre pour point d'application l'un quel- 
conque de ceux de la droite qui a pour équations les 
relations (9) ; |iinsi cette résultante est connue. 

Par exemple , si les forces P, jP// . , , . sont parallèles , 
on a a' =«"=..•.; i8' = i&"....; y' = y" =....; et les 
trois équations {i } deviennent 

R=P'+P^f-hP'"+ etc., i.=5=«S a = /8', y=V. 

Ainsi la résultante R est parallèle aux composantes et égale 
à leur somme. De plus, les valeurs Jj y M et N sont 

L q=(Py +P'/jr"+ etc.)cosa— (P'a;'-f-P'''x^-hetc.)cosig, 
A/=:(P'x'+P//a;'y-f-etc.)cosy— (P'^'+P"z"+etc.)cosi., 
A"=(P'r'+P V/+etc.) cos/S— {Py+ptfjytf^ etc.)co«y- 
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D^ailleurs 
A = jR cos «e , Y= Rcos^, Z = jR cos y , 

donc rëquatîon (é ) est toujours satisfaite ; ce qui prouve 
qu'il y a une résultante unique. Pour en obtenir les 
équations nous prendrons deux des relations (9); nous 
..aurons 

(/Jx— /''a/— JP^/X^— ..)COSy==(ll-t— P'Z'— F'^''— .OCOS*, 

et comme la résultante est appliquée en un point quel- 
conque de cette droite, les coordonnées a> , j^ et r de ce 
point ne sont assujéties qu'à là condition de satisfaire à 
ce» équations. En égalant à zéro le coefficient de cos a 9 
dans la i'*. , on retrouve ainsi les équations (O), pag.^g. 

Ceci présente une exception ; c'e^t lorsque R est nul : 
car si dans ce cas £, M et iNT ne le sont pas aussi , il n'y 
a pas équilibre : or X, JK, Z sont nuls, et les équations (17) 
ne peuvent exister qu'autant que x ^ y tl z sont infinis. 
La résultante e^t donc nulle et appliquée à une distance 
infinie. Cette circonstance a déjà été l'objet de notre atten- 
tion ( voy. pag. 3i ). 

Si l'équation de condition n'est pas satisfaite , alors ii 
faudra ajouter deux nouvelles forces pour établir l'équi- 
libre : en effet , introduisons dans le système une seule 
force appliquée en un point quelconque , et dont la^ 
composantes X, Y ti Z soient prisçs telles que l'équation^ 
de condition ait lieu ; ce qui peut se faire d'une infinité 
de manières. Ce second système n'aura visiblement qu'une 
seule résultante ,^^ qu'on déterminera aisément (J'après ce 
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qui vient d'être dit. On connaîtra donc par là deax 
forces qui seraient propres à produire Féquilibre. Ainsi 
dans un système de Jorces agissant sur un corps solide , 
il y a deux résultantes qui ne peuvent en général se com- 
poser en une seule : Vune de ces résultantes est arbitraire. 
Ainsi lorsqu'on vent assigner ces résultantes , le pro- 
blème est indéterminé. 

Si le corps était fixé à un point ou à un axe ^ il fau«- 
drait pour produire l'équilibre, introduire dans le systêitie 
une force qui satisfît aux trois équations (f) dans le pre- 
mier cas , et à l'équation ( ^ ) dans le second. 11 est évident 
que ces problèmes sont indéterminés , et qu'on peut dis- 
poser des quantités qui servent à assigner la grandeur , la 
direction et la position de cette force y excepté trois d'entre 
elles s'il s'agit d'un point fixe , et excepté une s'il s'agit 
d'un axe. On peut donc se donner de nouvelles relations 
entre ces indéterminées, demander, par exemple, que la 
pression sur l'axe ou le point satisfasse à certaines condi- 
tions etc.... Mais nous ne nous arrêterons point Ici pour 
ne pas nous écarter de notre objet , d'autant que la solu- 
tion de ces problèmes est implicitement renfermée dans les 
principes généraux de ce Traité. ' 
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NOTE III. 



Sur le frottement. 



1 18. Quand deux forces sont en équilibre , si on aug- 
mente l'une d'elles , elle doit prévaloir sur Tautre : cette 
observation réduit les conditions du mouvement dans les 
machines à la théorie de leur équilibre. Cependant, comme 
les puissances éprouvent différens obstacles , nous allons 
traiter particulièrement de l'état oii un système doit être; 
amené pour que cet équilibre soit sur le point d'être 
rompu. 

Il résulte de ce qu'on a vu dans le chapitre précédent , 
qu'on peut toujours établir l'équilibre entre deux forces 
quelconques , et qu'il ne faut pour cela que disposer con- 
venablement les machines dont nous venons d'exposer les 
propriétés ; mais en. augmentant ainsi l'effet d'une puis- 
sance , on tombe dans un inconvénient inévitable. L'expé- 
rience est d^accord en ce point avec la théorie, et on peut 
établir cëmme un fait constant que , dans toutes les ma- 
chines, on perd du côté du tems ce qu'on gagne du càtè . 
de la puissance. On peut bien faire , par exemple , qu'un 
seul homme élève le même poids que trente ; mais il sera- 
aussi trente fois'pl^s de tems à l'éloier d'un^ même hau- 
teur. La vérité de ce principe dans le levier est évidente : 
il en est de même du plan incliné-. Nous ne nous arrête- 
rons pas à démontrer qu'il la lieu dans les abires machines. 
( Voy, la Mécanique , n<». 129 ). 

Le but n'est pas ^ou^ours d'^éviter l'emploi du tem»,. 
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et il arrive souvent que la durée en est assez indifférente 9 
on peut même faire servir avantageusement ce qui , dans 
beaucoup de cas serait un obstacle , et tirer parti d^une 
force donnée de manière à faire parcourir un grand espace 
à la rési5tance. Les organes du mouvement de presque 
tous les animaux offrent «n exemple de la manière dont la 
nature sVst servie de cette propriété : les muscles ont leurs 
points d^attache sur les os à la partie qui est voisine des 
articulations, autour desquelles les os doivent tourner lors- 
que les muscles se raccourcissent ; il résulte de là que 
l'autre extrémité des membres parcourt un grand espace. 
Un procédé semblable peut servir à rendre un très-petit 
mouvement plus sensible. 

Il arrive aussi quelquefois que la giandeur de ta force 
est presque indéfinie , et qu^on demande que ses effets 
6oient rapides ; le choc de Peau ou de Pair contre les 
ailes d/un moulin en sert d'exemple. Mais c'est nous éten- 
dre assez mr cet objet, passons maintenant aux résis- 
tances que les puissances éprouvent par l'effet des machines 
mêmes, 

I ig. Lorsqu'un corps est placé sur un autre , les parties 
saillantes de l'un s'engagent dan^ les parties reny:ante<s de 
l'autre ; les surfaces les mieux polies ne sont pas exemptes 
de ce^ petites inégalités. Lorsqu'on veut que l'un des deux 
corps glisse sur Vautre , il faut donc dégager ces inégalités 
ou les rompre: la fofce qu'il faut employer pour vaincre 
cette résistance , est celle qui va nous occuper ici ; elle 
doit ou soutenir une partie du poids du corps en le sou- 
levant pour ainsi dire , ou briser les parties qui sont 
mutuellement engagées : c'est en cela que consiste le 
Frottement, 

Le frottement tend donc à détruirAes machines, et exige 
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«ne acUon plus granc(e pour faire passer un mobile à l'état 
de mouvement. U y a deux espèces de frottement ; la pre- 
mière a lieu lorsqu'un corps doit glisser sur un autre; la se- 
conde lorsque l'une des deux" surfaces juxta-posëes roule sur 
l'autre : ce dernier frottement est beaucoup moindre que 
le premier, car on voit que le mouvement de rotation 
contribue en partie à dégager les aspérités. G'«st pour 
ralentir la vitesse d'une voiture qu'on Enraie lorsqu'on 
veut descendre une montagne rapide , afin d'augmenter 
le frottement qui devient par là de la première espèce. 

Le frottement tient à une multitude de circonstances 
que le calcul ne peut seul embrasser, car il faut faire en- 
trer en considération le poli des surfaces, la température 
et l'humidité de Tatmosphère , l'affinité des substances , la 
vitesse du mouvement , etc. Il faut donc avoir recours à 
l'expérience pour perfectionner ce qu'elle fera connaître , 
et prévoir ce qu'elle ne dira pas. 

lao. Voici ce que l'expérience apprend : 

I*. Le frottement varie pour des surfaces différem" 
ment polies. Ainsi on peut le diminuer en polissant les 
surfaces, ou en bouchant les pores aveé quelques subs- 
tances qui n'augmentent pas l'adhérence , telles que les 
huiles , etc. 

a®. Le tems influe sur l'adhérence des corps. On attribue 
cette influence du tems à la flexibilité des parties qui 
composent les corps , qui permet à leurs surfaces de s^en- 
gager davantage. 

3**. Deux sur/aces de même nature éprouvtent un frotte^ 
ment plus grand que deux surfaces de matières différentes 
également polies. C'est pour cela qu'on fait rouler les 
essieux , qui sont d'acier , dans des boites de cuivre. 

4®. Le frottement ne dépend pas de Vètendue des 
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su^ctces en contact , le p^ids du corps restant h même. Ce 
principe, attesté par Texpérience, paraît d'abord singulier^' 
cependant on peut observer que , suivant qu'on fait frotter 
un parallélipipède sur Tune ou l'autre de .sts faces, les 
points de contact sont plus ou moins nombreux, mais 
que chacun d'eux porte un poids moins ou plus considé- 
rable , et il arrive qu'il y a compensation entre ces deux ^ 
effets : c'est du moins ce que prouve l'expérience. Ce- 
pendant si le corps frottant était terminé par une arêto ou 
une pointe, comme il tracerait par son poids un sillon 
sur la surface frottée , ce cas doit être excepté de la règle. 

5®. Le frottement est proportionnel à la pression^ toutes 
choses égales d'ailleurs ; c'est-a-dire qu'on éprouve une 
i;ésistance d'autant plus grande que le corps presse davan- 
tage. Voit:i comment on doit entendre cette proposition , 
qui va servir de fondement à tout ce que nous aurons 
à dire. '' 

Fig. 56. Soit un corps M placé sur un plan horîsontal AB ; 
puisque le poids de ce corps est entièrement détruit , il 
est clair qu'abstraction faite de toute résistance, il doit 
obéir au plus léger effort : or le frottement empêche que 
cela ne soit ainsi. Si on fixe en D une soie passée dans la 
gorge d'une poulie C, le poids Ç, propre à entraîner 
le corps M sur le plan , devra être quelquefois assez 
considérable : or il est visible que ce poids Q est ce qui 
doit mesurer le frottement. On a reconnu par des expé- 
riences nombreuses et précises, que si le corps AT pèse 
2 , 3... . fois plus, il faut au lieu de Q mettre un poids 
précisément double ou triple.... La puissance Ç aura 
donc avec le poids M un rapport constant, en supposant 
que les surfaces en contact ne changent pas de nature, 
et c'est dans ce sens qu'on doit entendre ces expressions 
usitées : le frottement est le tiers , le quart de la près- 
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sion , pour désigner que le poids Q doit être le 3 , ou 
le l du poids M. On conclut de là qu^en désignant par 
J le rapport entre la force Q du frottement et le poids 
ilf'qui idoit glisser sur le fhn AB ^ on a 

Ç=/M W. 

Comme Jlf =1 , donne Q:=J'; on voit que la constante^" 
est le poids propre à vaincre le frottement , c'est-à-dire à 
faire prendre au corps M un mouvement naissant, lorsque 
ce corps a l'unité de poids. 

On a construit des tables propres à marquer les valeurs 
que prend / , pour les diverses substances les plus usuelles 
combinées deux à deux : on peut consulter le Traité 
de Brisson, Nous regarderons le nombre y* comme connu; 
mais l'expérience prouve qu'il n'est constant qu'entre 
certaines limites^ car lorsque les pressions deviennent très- 
considérables, le coefficient y diminue ; et au lieu d'être 
le tiers on le quart de la pression , il -n'en est quelquefois 
que le douzième : ainsi , l'équation (1) n'est pas rigoureu- 
sement exacte. 

121. Le frottement étant par sa nature une force pas- 
sive dont Teffet est de s'opposer à tout mouvement, on 
doit distinguer avec soin deux cas î ou la force qu'on con- 
sidère doit produire le mouvement dans la machine ; dans 
ce cas le frottement lui est contraire , et la puissance doit 
être augmentée d'une partie convenable : ou cette force 
n'a pour but que d'établir l'équilibre dans le système , 
et alors le frottement lui est avantageux. De sorte qu'une 
puissance peut faire équilibre , quoiqu'elle soit moindre 
qu'elle ne devrait l'être en vertu des principes précédens. 

Puisque !• frottement est une force dont la direction 
est tangente à la surface de ^ntact , pour connaître les 
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conditions dVquilibre , en y ayant égard , il ne faut que h 
considérer comme une puissance ordinaire , et la traiter à 
la manière des autres forces. On cherchera donc la pres- 
sion normale qui a lieu au point de contact ; et la multi-^ 
pliant par f , on aura une nouvelle force à introduire dans 
les calculs , outre celles qui agissent sur la machine. 

^^* ^7. 122. Appliquons d^abord ces principes au plan incliné. 
Employons les procédés et la notation du n°. .749 ^^ pres- 
sion N exercée sur le plan par les forces P' et P est 
comme on sait N=P* sin é' -{- Psin é , ainsi on a pour 
la force du frottement y (P' sin 0'-|- P sin ^ ) ; force di- 
rigée dans le sens de la longueur du plan , en opposition 
avec la puissance Pque nous supposons être sur le. point 
de produire le mouvement. Ainsi on aura au lieu de 
Féquation (^ip^ig. ya) » 

P cos « s= P' cos $' +/( P' sin ê'+P&môj. 

D'où on tire pour la force cherchée 

_. P' ( cosé' +/smO , . 

COS 6 — / sm ^ 

On peut, en opérant ici comme pour les cas exposés (76^, 
faire prendre à cette expression différentes formes. On 
trouve par exemple , pour le cas de la pesanteur , où 

P' (sint+fcost) 
cos — J sm é 

Lorsque P agit dans le sens du plan , on a d = o , d'où 
P = F ( sin tw^J cosi ). . . .(/«). 
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Et lorsque P qgit horisontalement , ( = t , et on a Fig. 87. 

„ P',( sin . +/ cos . ) _ P' (tang . +/ ) " 

cos f — y sin g 1 — y tang s 

1*3. La théorie du plan incliné fournit, pour trouverai 
un moyen plus simple que celui qu'on a indiqué n*>. lao: 
en effet, quand un poids P' est placé sur un plan in- 
cliné qui fait avec Thorison Tangle t , il est clair que 
P' sin t est la composante de ce poids dans le sens du* 
plan , et que P^ cos f est sa composante perpendiculaire 
à ce plan : ainsi J'P cos f est le frottement ; pour con- 
naître la direction que doit avoir le plan incliné afin 
que le poids P' soit en équilibre à Paide du seul frot- 
tement et sur le point de prendre du mouvement , on 
voit qu'il faut que P' sin t ^fP' cos t , d'où on tire / 

BC 

/=Ungf=-^. 

Il résulte^ de' là que si on place un corps pesant quel- 
conque sur un plan horisontal, et qiûon incline ce plan 
jusqu'à ce que le corps prenne un mowement naissant y 
^ Vangle t formé par ce plan avec Vhorison aura une tan'- 
gente numériquement égale à f : c'est ce qui a fait ap- 
peler dans le cas présent e Vangle du frottement. On peut 
calculer aisément cette tangente , c'est-à-^ire la quantité y*; 
puisqu'il ne faut que diviser la hauteur BC du plan par 
sa base AC, 

12.^, Traitons maintenant l'équilibre du levier dans l'hy-Fig. Sy. 
pothèse du frottement. iSoit HG un levier traversé par un 
trou circulaire dont le rayon soit fyn = b : concevons le 
levier retenu par un axe ou l^ulon B , dont le rayon 
soit sensiblement aussi =; b : nommojas M. et R les deux; 
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Fis. 5". forces qui agissent sur le levier , et consid^oits la pre- 
Biière M comme destinée à prévaloir. 

Il est important de remarquer que les problèmes de cette 
espèce peuvent toujours être résolus à Faide des équations 
d'équilibre , aussi bien que tous ceux qui sont relatifs aux 
machines simples : nous en avons déjà trouvé un exemple 
dans la poulie (j)^). Ici, l'axe fixe qui retient en B le levier, 
peut être remplacé par une force iV, susceptible du 
même effet , et par conséquent normale en m au boulon , 
tn désignant le point oui celui-ci touche le levier. Le 
système sera donc tenu en équilibre par quatre forcés; 
savoir : i". la résistance B ; 2®. la force M qui lui fera 
équilibre , et qui sera sur le point de prévaloir sur elle; 
3*^. une puissance N normale en m au boulon ; 4**. la force 
du frottement (lao) qui est»t= y*iV", et qui a sa direc- 
tion tangente en m à Taxe : ditte force tend à /faire tour- 
ner le levier en sens contraire de M. Pour exprimer 
les conditions d'équilibre , il faut recourir aux équa- 
tions 0^ n**. ii3 : faisons donc passer par le centre By 
pris pour origine , la droite Bx parallèle à M ; ce sera 
l'axe des x , les abscisses positives étant comptées de B 
vers X. Soient * et d les angles que fon^tent avec cet 
axe , les directions de JR et de iV" ; et m ^ r les perpen-> 
diculaires BC , BA, Les équations (jg) deviennent ici 

ilf 4- JR cos a = iV cos ^ -f-yiV sin • , 
R sin « = JV^sin é — /iVcos i , 
Mm =: Br + bfN. 

tes signes des termes sont fixés d'après les considéra-* 
lions développées n**\ ^4 ^^ ^^ ^"^ ayant égard au sen» 
suivant lequel chaque force agit. On peut faire servir ces 
équatiops à trouver M , iV et ^ : en effet , la somme des 
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carrés des deux premières est. Fig. 57* 

Expression qui donnera N quand M sera connue. En 

,, , Mm — Rr '. , . , ^ . 
istibstituant pour iV sa valeur -^ tirée de la troi- 
sième équation , et faisant , pour abréger • . • • . 



^ 1+/* I 

^' = ;: =±: I H 7- , on a 

(^»m>— ô») M^—slMR {b^cosa+fmr) = R* (^»— ^V») ; 
d^où on tire , en résolvant Féquation du second degré 

Si les forces sont parallèles a =1= o 9 et on a 

• • • « 1 



. Ces deux équaticrns peuvent se simplifier par une con- 
sidçration particulière : comme on ne peut résoudre que 
par approximalion les problèmes relatifs au frottement, on 
peut .supposer que, b* est nul, puisque b est toujours 
for^ petit pax rapp^^jà tw et r; on a donc , suivant que 
les forces ont leurs dir.eqtions quelconques ou parallèles , 

M=3: Ji ^~ Xfc;^--.^ i/jfm^+amr cos« + r») > . . . (,) 



-> "• •(•' ^' 



M=Rr ih-^(m + r)l (•). 



\ 
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l'ig. 57» 11 faut prendre , dans toutes ces formules , le sigrie supé*« 
rieur pour le cas où la force M doit être sur le point 
de prévaloir, et le signe inférieur dans le cas contraire. 

Lorsqu'on ne fait point entrer le frottement en consi-^ 
dération, on peut aussi traiter la question de l'équilibre par 
la méthode précédente : on voit que sans parler de Télé-^- 
gance de cette solution, elle a beaucoup plus de généralité 
que celle qui a été donnée (84) 9 puisqu'on peut y re- 
garder comme inconnues trois quelconques des quantités 
M ^ R^ m^ ê j N^ m et r. Il nous suffira ^ci de faire /=:o, 
et nous aurons ç =p,qo ^ d'oii 



r ' 



f 

l*expressîon Jtf=/lx — comparée aux équations ( » et • ), 

montre de combien M doit être augmentée pour être sur 
le point de prévaloir , ou doit être diminuée pour faire 
seulement équilibre , en ayant égard ^u frottement. 

Nous avons supposé ici que Taxe ne faisait pas corps 
avec le levier ; mais il n'en est pas ainsi dans beaucoup 
de cas , tels que dans les canons', mortiers à bombes , etc. 
Alors cet axe est mobile dans descrapaùdines fixes. 11 est aisfé 
de reconnaître que le système est le triêriie que ci-dessus , 
excepté que le point de contact étant à.l'opposite en /i; 
la force /iV, qui pl'ovient du frottement ^ doit être »p- 
pliquée en ce point, et dirigée ëii sens contraire. Ces 
considérations font voir que le problème est ipi le même 
que ci-dessus, excepté qnte^ doit y être iâiisav/cc tfn -signe 
différent. Or , comme les résultats que nous venons 
d'obtenir ne rei^fermcAt que /*., ils. on^ wicoîeJlieu pour 
ce cas, , •.; 
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laS. Le problème de la poulie avec ou sans frottement , Fig. S;, 
pourrait être résolu de la même manière ; mais il est plus 
simple de faire les deux bras de levier égaux , ou m = r , 
cette considération change les équations précédentes en 

m»^' + ^* cos a ±b\/{^2,mY (i + <^QS et)— ^' sin' u ] 

m'y* — 0* 



ou M=jR ^ , , — jz y 

suivant que les forces ne sont pas ou sont parallèles. 
Si on néglige 3*, il vient 



M-K ( I ± — X cosi -.), M=/l f I ±— Y 
^ mq \ mqj 



126. On pourrait résoudre le problême du frottement 
dans le treuil de la même manière ; mais ici les forces 
étant disposées dans l'espace, il faudrait appliquer les 
six équations (^et «) n*. 11 5. L'élimination serait alors 
fort laborieuse ; et on aurait pour résultat une équation 
du quatrième degré si compliquée , qu'elle ne pourrait 
être d'aucune utilité. Au reste , on peut appliquer ici , 
d'une manière assez/ exacte , ce qui vient d'être dit sur- 
le levier, puisque si on projette tout le système sur un 
plan perpendiculaire à l'axe de rotation , on n'a plus à 
considérer que des forces dans un même plan , appliquées 
à un levier. Nous ne nous dirons rien de plus sur cet' 
objet. 

Pour traiter de la même manière la vis, en ayant égard, 
au frottement, les équations sont si compliquées qu'elles, 
sont de peu d'usage ; c'est pourquoi nous ne nous y arrê-^ 

terons pas. 

10 
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NOTE IV. 



SUH LA ROIDEUR DES CORDES. 

127. Lorsqu'on emploie des cordes dans des machines 
de rotation , elles doivent souvent être capables de résister 
a un effort ct>nsidérabie , » pour transmettre j sans se 
rompre^ Faction du moteur: le diamètre de la -.corde 
doit donc entrer en considération. L'expérience a fait voir, 
que cet effort s'exerce suivant l'axe de la corde , en sorte 
que , s'il s'agitd'une poulie ou d'un treuil, il faut ajouter 
lerayon.de la^' corde à celui du cercle que tend à dé- 
crire la force qui la tire. C'est ce que nous avons déjà 
fait remarquer , n**. ^, et il ne reste rien à dire h cet 
égard. 

i:i8. Comme les cordes ne sont pas parfaitement flexi- 
/blés, lorsqu'on les emploie dans les machines, il faut 
augmenter la force qui doit être prépondérante : voici 
l'idée qu'il faut se faire de cette augmentation. Soient 
pi« Xi.deii'x forces P et P' sur une poulie : si la puissance P 
l'emporte , il est clair que la corde GP' doit d'une part ,[ 
se courber en C dans la gorge de la poulie , et dte l'autre 
se déployer en /f , pour conserver la direction HP de la 
puissance P. Or , si celte corde est absolument rigide, c« 
double effet n'a pas lieu, et d'un côté le poids P' se 
trouve porté verticalement au-dessous de quelque point 
de la droite horisontelè GE , ce qui rend le bras de le- 
vier de la force -P^ plus grand ; tandis que de l'autre- 
côté , celui de l'autre puissance serait au contraire renda 



I • ' 



ROIDEUR DES CORDES. 147 

plus petit: on n^aurait donc plus Pi=3kQ pouria con- Fig. 4t« 
dition de Téquilibre. 

Si la corde n^est qu^en partie rigide , l'effet ci- dessus 
indiqué n'a pas lieu ei;^ entier : on a observé même que 
dans la pratique , le raccourcissement du bras de levier 
EH est sensiblement nul ; c'est-à-dire qu'on peut ne pas 
avoir égard à celui des deux effets, ^ui est produit par 
le défaut de flexibilité de la partie IHP correspondante 
à la force P, qui est supposée prévaloir. Ainsi pour 
Jaire entrer en considération la roideur de la corde ern^ 
ployée dans une machine , il ne jaut qu'augmenter le 
bras de levier' de là résistance P' d'une quantité con-' 
yenahle. q. 

Il r«ste maintenant à connaître cette quantité ^ : pour 
cela , observons qu'une corde résiste par deux causes 
aux efforts qu'on fait pour la ployer. La première est due 
à la tension de la corde et lui est proportiohniille , elle 
sera idonc = bP^ ; la seconde est produite pàf son our-^ 
dis^ge^ et on peut représenter par a la force nécessaire 
|>oar la vaincre, a et 6 sont ici , comme on voit , des 
coefGciens indéterminés. Ainsi pour une même cordé 
a -^-.bP* pourra représenter la force nécessaire pour la 
flécliir. Mais si on pjend une autre corde dont le jdia-^ 
mètre I) soit différent, on pourra dire que, toutes choses 
égales d'aiUeurs , la force qu'on doit employer est pro- 
portionnelle à une certaine puissance n de /> ; car la 
force nécessaire pour ployer une corde croît avec son 
diamètre : cette puissance décroit , au contraire , avec le 
rayon r de la poulie ; 

— {a + bP') 

pourra donc représenter la force nécessaire pour vaincre la 
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yig. 4i • roideur de toute êérde : n est encore une quantité indéter- 
minée. Cette valeur est Taccroissement qu'on doit donner à' 
la force Ppour qu'elle soit sur le point de prévaloir; or on 

a d'ailleurs Fr-=zP\r-\-(i) : et comme dans le cas d'équi- 

q 
libreP— P^=o, P — P'ouPx — ^ est une autre va* 

r 

leur de cet accroissement ; en égalant ces valeurs on a 



d'où 



y=^(« + «P')....W. 



Cette équation n'est, il est vrai , fournie que par des 
considérations générales qu'on ne peut pas regarder comme 
rigoureusement représentées par notre analyse i cette 
expression renferme d'ailleurs des coefficiens inconnus^ 
n, a^ h^ variables d'une corde a une antre. Mais.il esl 
un moyen de se convaincre, que l'application à la pra-f? 
tique en est entièrement exacte, et de trouver la valeuf 
numérique des indéterminées. 72 , a et 3. 

On choisira une corde , et là ployant sur ^a gorge d'tine 
poulie 9 on lui fera porter deux poids ; on augmentera 
l'un d'eux convenablement , on verra de combien il doit 
excéder l'autre , pour être sur le* point de prévaloir : on 
aura ainsi une valeur de P — P% telle que A; d'où 

_ ( a -j- 3P') = fe. En réitérant plusieurs fois la mêmje 

T 

expérience , et changeant de poids , de corde ou de poulie^ 
on se procurera autant d'équations semblables dans les- 
quelles les nombres n ^ a t). h seront les mêmes , et qui 
comprendront seulement des valeurs différentes, mais con- 
nue», des quantités D, r, P et A. Trois de ces équationâ 
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serviront à faire connaître les valeurs de n ^ a et b h Fig. 4i>' 
Pâide de l'élimination ; en substituant ces valeurs dans 
les autres relations, elles devront être satisfaites d'elles- 
mêmes, ce qui conduira à s'assurer si la formule (<3r) 
a l'exactitude qu'on désire. 

Coulomb j à qui on doit cette ingénieuse théorie , a 
.trouvé que' la quantité n était ordinairement i, y ou I989 
et que par conséquent la résistance était à-peu-près pro-^ 
portionnelle au carré du diamètre de la Cjorde ; mais elle 
varie d'ailleurs , et devient même 1,4 lorsque la corde 
est très-usée. Voici les résultats auxquels il est parvenu ^. 
exprimés en poids anciens : 

{jP» lir. 2)n liv. 

de 3o fils de carret x a zz:Ji^^^ b x 200:=: ^• 
«l«»5fils ' =1,2.. • =5,* 

de 6.fib =0,2.. ' =2,2 

Corde (de 3© fils de carret =6,6.. =11,6 

goHdron- /Je i5 fils. ...... = 2,0.. = 5^6 

Vde 6 fiU. •.»..» = o,4>> = 2,4 
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NOTE V. 

Sur les roues dentées. 

. 129. Nous avons assigne dans le n®. loo , le rapport qni 
doit exister, dans le cas d'équilibre d'un engrenage, entre 
les forces qui agissent sur les roues extrêmes : mais il 

' est souvent utile d'en évaluer les vitesses , qui sont fort 
inégales. En effet les roues n'accomplissent pas un tour 
entier dans le même tems; car la roue B étant supposée de 
lop dents , et le pignon a de 10 ailes, à chaque tour de la 
roue A et de son pignon , la roue B ne fait que le dixième 
d'un tour. De sorte qu'il faut 10 tours du pignon a pour 
que la roue JS fasse un tour entier , et^ainsi des autres. 
Soient ^% 9"» • • . •^^^ les nombres de dents des roues , 
ft% it", ...&(") les nombres d'ailes des pignons; 2\P, JY^S^—iVC") 
les nombres de tours que font en m^me tems ces diverses 
roues. Après W tours , le pignon a aura fait passer iV' ^ 
ailes dans les dents de roue B ; pareillement cette roue 
faisant dans le même tems W^ tours, aura fait passer iV^f * 
dents dans les ailes du pignon a\ or il a dû passer autant 
de dents de la roue que d'ailes du pignon ; donc on a 
iV'A' = iV"^" ; en raisonnant de même pour les autres 
roues , on trouve 

a W V =iV''^ff 

h W^hJi z=zN" q"' 

pour lepignon.,( c ]!fmuiif =Ni"'f'^ 

ctc etc. 

avant-dernier . iVC"-') AC'—O = M») y O 4 
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On peut, comme ci -dessus, multiplier ces équations deux Fîg. 4c. 
à deux , trois a trois , etc. pour connaître les nombre^ de 
révolutions .<jue font les roues dans le même tems. 
* Si on les multiplie toutes, on a 

N'k'kfik". . . . AC«-0 = iVW ^"ç'V .... y(«). 

Ainsi les nombres de tours àe la prefnière et dé la der-^ 
n'ière roue sont entre eux comme le produit des nombres 
de dents des roues est au produit des nombres d'ailes des 
pignons. On observe qu'ici AC") et çf' n'entrent pas, parce 
qu'il n'y a ni dents à la première roue , ni ailes au der- 
nier pignon , ou du moins parce qu'ils sont inutiles à 
l'état du système. 

En général notre équation sert àjrésoudre ce problême: 
de ces quatre choses , les nombres de tours de la première 
et de la dernière roue, les nombres de dents des roues et 
de leurs pignons , trois étant données , trouver la quatrième. 
On peut donc se servir de cette équation pour trouver les^ 
nombres de dents et d'ailes d'un rouage , en supposant 
connus les nombres àe tours de la première et de la 
dernière roue : mais on voit qu'ici le problème est très- 
indéterminé , car il consiste à trouver ( outre le nombre de 
roues qui est arbitraire ) A:', A" . . . . ^("""0, ^", q"' • . . .^C") , 
étant données iVC") et N' : mais comme ces Valeurs sont 
toutes entières , cela particularise un peu la question. 

Si , par exemple ', on veut employer quatre roues , et 
faire en sorte qu'à chaque tour entier de la première D, 
( à laquelle ^on suppose le moteur R appliqué ) b der- 
nière A , en fasse 1 120 : on fera N^^ = 1 , iV' =: 1 120 , 
et notre équation deviendra 11 20. A'. A''. A'". =^''.^"'.9'^. 
On peut se donner arbitrairement quelques-unes de ces 
quantités , mais il faut ensuite déterminer les autres dl^ 
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f ig, 46. sorte qu^elles soient entières : ( consultez mon G)nrs de 
Mathématiques, n**". 117 et 546). On aura soin de prendre 
les valeurs de ^^, ^'" • . . • plus grandes que A% A^ . . . • et 
entières. * 

Soient prises , par exemple , pour k^^ ft'", ^", ç»^, les 
valeurs respectives 10 , 12, 80 et 84 ; notre équation sera 
réduite à 20 k' :=izç^f. On est conduit à une équation in- 
déterminée , qui , traitée par la méthode connue , admet 
pour k^ toutes les valeurs entières et pour g'^ des nombres 
ao fois plus grands ; par exemple ^' = 4 9 ^^^ = 80. 

Les applications qu^on a faites de ces principes à Thor-* 
logerie sont très-ingénieuses ; mais ce n'est pas ici le liea 
de nous en occuper : on les trouvera développées dans mon 
Traité de mécaniqne y n°*. ii4 et ii5. 
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de ses diagonales. 57 

60 et 61. le centre de .gravité d'un prisme quelconque est an 
milieu de la ligne qui joint les centres de gravité de ses 
bases. * Ih, 

63 et.63. Le centre de gravité de toute pyramide est -situé an 
quart , à partir de la base , de la droite menée du sommet 
^VL centre de gravité de cette base* 61 

64> Moyen d'obtenir le centre de gravité de tout polyèdre^ et 
même , par approximation , de tout corps. .6a 
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CHAPITRE III. 

■ 

Des machines.- 

65. Définition des machines ; usage auquel elles sont d<;siinees. /&• 

• • • * 

I. Des Cordes, _ 

66. Des maclûnes foniculaires. lies cordes se comportent dans tout 
syjBtéme comme si elles étaient des verges rigides , mais les 
puissances doivent nécessairement les tii'er : tensions queprou- 
vent les cordes. 63 

67. Des cordes qui se réunissent en un même nœud. 64 

68. De Téqnilibre dans tout polygone funiculaire plan. SI n dé*- 
signé le nombre des cordons , on a a n — 2 , équations de con- 
diiion auxquelles les quantités qui enirent dans le système 
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idoijKAC satisfaire : il fauc que Sid de ces quontiiés soient clonoées , 

et un — 2 inconnues. 64 

69. Si toutes les forces sont doduées ,' ainsi que U figure du po~ 
Jygoue^ il y a seulement deux équations de conditions. qui ex-* 
priment que ces forces seraient en équilibre , si on les trans* 
portait parallèlement pour les faire agir sur le ihdme poiut. 
Mojen de déterminer dans ce cas les tensions des cordons. 66 

On peut toujours établir l'équilibre dans un polygone funi* 
cnlairey en y introduisant une nouvelle force partout où on 
■ 'veut > pourvu qu elle satisfasse à lu condition précédente* 69 

70. Cas où le polygone funiculaire est situé dans différens plans. Ik^ 

7 1 . Si Tune des extrémités du cordon qui forme le polygone est 
fixe, Téquilibre est toujours possible. Pression que ce point 
•éprouve. Ik* 

^9, On-^ne peut tendre une corde pesante par&iteknent èù ligne 
drditç* '70 

St. De V Equilibre dhin corps^ qui ne peut se mous^oir que 
sur une sur/ace , et ^en particulier sur un Plan, 

^3. Pour que des forces rettënuënt un point matériel cn'ëquilibre 
sur un plan , il esc nécessaire , et il suffit que leur résultante 
soit perpendiculaire au jdan. «71 

74» Lorsque le point n'est sollicité' que par deux forces , il faut 
pour r«quilibre deux conditions ; i». que le plan de ces forces 
loit perpendjculaire au plan donué ; a^. que les composantes 
des forces dans le sens .du- plan soient égales, Ëifubtîon q i ex~ - 
prime cette dernière condition. 7) 

75. Valeur de la pression qu éprouve le plan sur lequel le point 

est rcteim en. équilibre. * i&t 

76, Pour qu'une force retienne 'un point pesant sur un plan in- * 
cUné, il faut i<>. que le pHin vertical qui passe par la force 
soit perpendiculaire au plan incliné j î«. que la condition qu'ex- ' 
prime une équation ait lieu. , rS 

77 et 78. Cas où cette force est horisontale ou agît dans le sens 
dapl«<, : . Ih 
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79 Le poids , la puissance qui le retient en eqoilibre sur un plan 

incliné , et la pression que ce plan éproare , sont respective- 
ment proportiounels aux cosinus des angles fonnés par la direc- 
tion de kl puissance avec le plan incliné, par ce plan avec la 
verticale , et par la puissance avec Thorison. En sorte qu^étanC 
données trois de ces cinq quantités , le poids , la puissance y 
sa dtrecti<m, la pression et Tinclinaison da plan, on peu( tou- 
jours trouver les deux autres. 7$ 

8e. Deux poids en équilibre sur deux plans inclinés adossés sont 
entre eux comme Iqs longueurs de ces plans. /&• 

8i. Lorsqu'un corps ne touche un plan qu'en an point , il faut 
pour réquiUbrc , non-seulement que la résultante des forces 
qui le sollicitent , soit perpendiculaire h ce plan j mais encore 
qu'elle passe par le point de contact avec le corps. 76 

Pour que deux forces retiennent en éqnOibre un ooips placé 
.- sur un plan , il faut qu'elles remplissent qnatre condidons ^ 
savoir : !<>. qu'elles soient dans un même plan ; a^. que leur ré- 
sultante ne laisse ipas tous les appuis d'un même côté : la 3*. 
et la 4'* sont les mêmes que pour an point. 77 

SU s^agit d'un corps pesant , retenu par une force en équi- 
libre sur un plan incliné , il faut 1^. quelle rencontre la ver- 
ticale qui passe par le centre de gravité de ce corps ; :i^. que 
; 4a perpendiculaire menée de ce point de rencontre sur le plan 
incliné tombe dans l'intérieur de la base sur laquelle ce corps 
est posé : il faut en outre les deux mêmes conditions que pour 
un point pesant. | Ih, 

6a. De la presâpn qu'éprouve chaque point de contact d'un corps . 
avec un plan : ce problême est en général i^idéterminé. Dn ceoixa 
àé pression. /t« 

83. Lorsqu'un corps pesant est en éq«iilibre entre deux plans in- 
clinés , il faut que leur intersecdon soit horisontale et perpen- 
diculaire au plan qui passe par le centre de gravité du corps 
et les deux appuis. Pression qu'ils éprouvent. 7^ 

3. Du Lener. 

84 Four réquilibre de dqiz forces qui agissent aux cxtréonijér 
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a «le Terge inflexible retenae en un point fixe ; il faut tfois 
< conditions , i<>. que les deux forces et le point d^appui soient ' 
dans nn même plan; ^, qqa les . forces tendent \k faire tourner ^ 
le levier dans des sens contraires; 3°. que leurs momens' par 
rapport au point fixe sojient égaux. , i .«90 

85. Si les deux forces^ sont pariallèles , cette dernière condition • ' 
"^-revient à dire que les puissances sont en raison invorse de leurs 

bras de levier,, 8x 

86. Des divers problèmes qu^on peift se proposer sur le levier. Ib» 

S'j, De la presAon qu'éproiive Tappui fixe. De ces cinq qpati* 
tités , la force motrice , la résistance y la charge de Tappni et 
les directions de ces forces , trois étant données les detil antres ' 
S*en suivent* - ^t 

88. Si le lev|er est simplement posé sur son appui , la résultante 
doit être normale an l«vier* ^ St 

89. Les trois genres de leviers , n^en forment , à proptement parler, 
qu^un seul. 76» 

90. Du cas oii le levier est pesant. * 83 

91 et 93. De la romaine et de la balance. Si la balance est inexacte, 
le poids est moyen proportionnel entre les^denx poids qui lui 
font équilibre , en le changeant de bassin. 84 

'4* ^^ '^ Poulie, 

93. Pour réqnilibre de la poulie fixe, il ne faut que cette seule 
condition , que la puissance soit égale à la résistance \ en sorte 
que cette macbine ne sert qu^à cnanger la direction des forces. 'f55 

S» la poulie est mobile , il faut deux conditions pour Téqni» 
libre : 1®. la force qui agit sur Taxe doit rencontrer Tare em- 
brassé par le cordon en son milieu ; a». Tintensité de cette puis^ 
sauce est à celle de la force qui tire le cordon , comme la 
corde de cet arC|^ est au rayon de la poulie. Cette dernière 
condition s'exprime par une équation très-sitnple. 86 

94* Conditions dVquilibre d'un système de poulies mobiles, 87 

95. Si lescosdons sont parallèles ,' la force est à la résistance; 

■ 

II 
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comme Yfutité ai k là poisianoe de a mar^pée par le nombre^ 
des poulies mobiles. ~ S8 

g6. Des ponlies moufflée»^ Si les cordons s^t parallèles, c^esc- 

à-dire si, les rayons des poafies croissent en progression, dont 

«^k^Ufférence est le rayon de la plus petite poulie, le poids est 

éfp\ k la puisiance multiplia par le nombre des cordons ^[ui 

aboutissent k la moufile mobile. 89 

Cas oii le» directions des éordons sont quelconques. ^. 

S. Du Treuil. 

97. n faut deot conditions pour Téqnilibre d^an treuil} i«. que 
ks forces tendent à le faire tourner en sens contraire ^ 09. que 
leurs momens par rapport à Taxe soit, égaux. g(i< 

gS. Sur diverses espèces de treuils. . - . ^a 

99. Pï^^ons qu*épF0O?ei|t Ws points d'appui qui redennent Taxe. 9} 

¥ 6. Des Roues dentées^ 

100. Lorsque plusieurs jones dentées engrènent chacune ÉHK^ 
le pignon de la roue suivante , qu^une force tend h. faire touirSr 
le système en agissant ^ la circonférence de la première roue , 
tandis que la résistance s^oppose k ce mouvement en agissant 
sur le dernier pignon , *la force est k b résistance , comme le 
produit des rayons des pignons est au produit des rayons des 
roues. Pressions exercées sur les dents en contact. ^5 

10^ Gis oh les axes des roues ne sont pas parallèles. ^B 

* 

7. Du Cric, 

10). Dans Féquilibre du cric simple , la puissance est k la r^is- 
tance , conune le rayon du pignon est k celui de la mani— ' 
velle. Si le cric est composé, la force est k la ré^btance , coirime 
le produit des rayons des pignons est au produit des rayons 

^ des roues par le bras de la manivelle. 1^< 
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8. De la Vis. 

Page. 

io3. Génération dé la vis et de Técfou. ggi 

K 

to4 et io5. Dans réq[uUibre de la vis , la puissance est k la cé~ 
sistance , comme le pas de la vis , est à I9 circouférenec que 
la puissance tend k décrire. ^<>o 

g. Du Coin, 

X06. Lorsqu'une force est perpendiculaire k la tête d'un coin , 
il faut pour l'équilibre quatre conditions ; !<>. que les per- 
pendiculaires élevées sur les faces ay( deux points où elles 
touchent le corps dont ou veut séparer lef parties , se rencon- 
trent sur un des joints de la force ; 'X^ que ce plan soit 
perpendioulaire à la tête du coin; 3«. et 4*^. que la puissance 
et Iss élbcts que le corps oppose k Teffet du coin , soient res- 
pectivement proportionnels aox eôtés du coin auxquels ils sont 
perpendiculaÎMs. - loS 

Cas oit le corps est retenu par un axe, un point ou un 
plan fixes ; prei|ions qui en résultent. loa 

107. Si le coin a pour .base un triangle isocèle , la force ^t k 
la résistance , comme là tête du coin est k sa hauteur* 

lO. Des Machines composées. 

« 

id8. Moyen général d'exprimer les conditions 4'«<pilibre d*une 
maolune ^bekonque composée. loS 

'109. Dans réquilibre de la vis sans fin, la puissance est k la ré- 
sistance, comme le pm&uit du rayon du cylindre par le pas 
de la vis, est au produit du rayon de la roue par la cir- 
codférenoe qujB décric la puissance.. * 109 

xio. Des haquebi.. J^» 
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NOTE PREMIERE.. 

Sur le f)dralUlogramine des Jorces, 

s ' 

izi. Démonstration analyti^e de ce théorème. #ki 






jyOTE II. 

D^ Vépiilwre d'un corps solide, 

II 3, Lorsque des forces sitn4l{s dans.i^ pka. avisent sur UQe 
figure de formo invariable , la grandeur et la directioB'^ leur 
résultante sont déterminées par les m^me^ coiiditioinsj^ qae si ces : 
forces agissaient sur un même point , pirallèlement ai' letp:*^ _ 
directions. Le moment de la résultante par rapport h UA point 
€£uelcortque du plan est égal h. 1^ ^oixime. des niomens des com-' 
posantes ^ ce qui fixe la sHtiation absolue de cette force et donne 
Icquation de la droite , suîtant laquelle elle agît/ \iS 

1 13. L'éc^ilibrc entre les forces dont on vient de parler est ctabH 
par trois conditions , dont deux sont les mêmes qqe si ces puis- 
sances agissaient sur Uijj^ point : la troisième consifte eu ce que la 
somme des mcgnens-des forces est nulle. r , . I2«i 

Pression qu^cxerce sur un aiLe fixé en deux^poiats, une force , 
parallèfe à cet a4b. . , . ^k' 

1 14. Pour que des ibrcçs dirigées dans un pi^ soient en équilibre^ 
lorsque Iç corps solide qu^ellcs sollicitent est retenu par un point 
fixe^ U faut que ce point soit situé dans le plan des forces, it . 
que la sonune des momens àes puissances qui tendent à faire 
tourner oiKorps dans un sens autour de ce point , s|^ é)|*le à 
la sonune des momens des forces qui tendent h faire tourner en 
sens contraire. is^a^ 

\i5. Lorsqu'un corps s^Udç est retenu en équilibre par des fbrc^. ■ 
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sîca<^ dans Tcspace , elles doivent rnnplir six çon^ltions^ trois ■ 
expriment qiw l'équilibre aurait encore liem en appliquant ces 
forces à un même point , parallèlement à leurs directions. Les 
.trois autres expriment que si chacun des axes coordonnés était 
tour-à-tour supposé fixe , l'équilibre aurait encore Ifeu^ lal 

ii6. Pour qu'un corps solide soit en équilibre autour d'un a^e 
fixe , H faut qu'en décomposant chacune des forces en trois au- 
tres rectangulaires, dont l'une serait parallèle à cet axe> les 
deux groupes de composantes aient les sommes de leurs momens 
^ales par rapport â' deux plans qui , passant par cet axe , 
seraient perpendiculaires k ces compoipntes. Equilibre du levier 
en général et du trellil. ia8 

« 

Pour qu'un corps solide soit en équilibre , lorsqu'il est retenu 
par un point fîxe , il faut ^e les forces remplissent les trois 
condition auxquelles il serait assujetti , s'il y avait trois axes 
fixes rectangulaires passant par ce point. 139 

,117. Lorsque l'éqmlibre n'existe pas dans -vm système de ferme 
invariable , il y a en général deux résultantes , dont l'une est en- 
tièrement arbitraire. Cas où il n'y en a qu'une seule : équation ^ 
de condition qui exprime cette circoiistanoe. • i3i 



NOTE III. 

.' ■«'» ! ^ . ...'»/ 

X 

Sur le Frottement, 

118. Dans les machines^ on perd du côté du tems, ce qu'on 
gagne du côté de la -force motrice. ' i35 

119, I20. Des deux espèces de frottement. H varie avec l'état des 
surfines et la matière des substances qui frottent : il ne dépend 
pas de l'étendue des surfaces ei^contact. 

Le frottement est proportionnel à la pression , il en est ordi- 
nairement le tiers , ou le quart. iSy 

xai. Moyen d'avoir j%ard an frottement dans les calculs relatifs aux 
tnacliines. 189 



: î6G TABLE DES MATIERES. 

133, i5i3if Da-ldan incUaé es ùàsant entrer en considération U ' 
flottement. De Fangte du frotcement. \ ' i4o 

134 ) 1^5 et 136. Dn levier et dés antiies machines de rotation , 
en ayaht %ard aH frottement. ' *' :* i4' 



NOTE IV. 

t 

Sur la Roideur des cardes. 

|37 ) 138. De la manière de £ûre entrer la roideur des cordes 
dans le caîcol de Tcquilibre des machines. x4^ 
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KOTE V. 



Sur hs Bxmes denrées* 



139. Dans tont engrenage des roues avec d«s pignons , les nombres 
de révolutions accomplies par la première et la dernière roue, 
sont entre eux comme le ^roduié des nombres de dents des 
zones y est au produit des nombres d'ailes des pignons. i5o 
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